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$ 1. FUNKCIJOS IR JU SAVYBES 


1. FUNKCIJA. FUNKCIJOS APIBRĖŽIMO IR REIKŠMIŲ 
SRITYS 


Funkcija yra viena svarbiausių matematikos sąvokų. Pri- 
тепате, kad funkcija vadinama tokia kintamojo y priklau- 
somybė nuo kintamojo x, kai kiekvieną kintamojo x reikšmę 
atitinka vienintelė kintamojo y reikšmė. 

Kintamasis x vadinamas nepriklaūsomuoju kintamuoju, arba 
argumentu. Kintamasis y vadinamas priklaüsomuoju kintamuo- 
ju. Sakoma, kad kintamasis y yra kintamojo x funkcija. Priklau- 
somojo kintamojo reikšmės vadinamos fünkcijos reikšmėmis. 

Kai kintamojo y priklausomybė nuo kintamojo x yra funkcija, 
tai trumpai rašome taip: y = Ax) (skaitome: igrek lygu ef iks); 
fx) — funkcijos reikšmė, atitinkanti argumento reikšmę x. 

Pavyzdžiui, funkcija išreikšta formule y = 2x* — 6. Taigi ga- 
lima rašyti Ax) = 2x? — 6. Apskaičiuokime funkcijos reikšmes, kai 
x reikšmės lygios 1; 2,5; -3, t. y. raskime Д1), 2,5), f(-3): 

К) =2 1-6 = –4; 

A2.5) = 2 · 2,5? — 6 = 6,5; 

А-3) = 2 - (87 ~ 6 = 12. 


Atkreipiame dėmesį, kad y = f(x) išraiškos funkcija gali būti 
rašoma vietoj f vartojant ir kitas raides, pavyzdžiui: g, 0 ir pan. 

Visos nepriklausomo kintamojo reikšmės sudaro fünkcijos api- 
brėžimo sritį. Visos reikšmės, kurias įgyja priklausomas kin- 
tamasis, sudaro fūnkcijos reikšmių sritį. 

Kai funkcija išreikšta formule ir nenurodyta jos apibrėžimo 
sritis, turima omenyje, kad funkcijos apibrėžimo sritį sudaro visos 
argumento reikšmės, su kuriomis formulė turi prasmę. Pavyz- 
džiui, funkcijos f(x) = 5x + x? apibrėžimo sritis yra visa realiųjų 


skaičių aibė; funkcijos g(x) = "P 


išskyrus —3, realiųjų skaičių aibė. 

Realų procesą apibūdinančios funkcijos apibrėžimo sritis pri- 
klauso nuo konkrečių sąlygų, kuriomis vyksta tas procesas. Pa- 
vyzdžiui, geležinio strypo ilgio / priklausomybė nuo kaitinimo 
temperatūros 2 išreiškiama formule / = I (1 + at); йа I, — pra- 
dinis strypo ilgis, « — ilgėjimo koeficientas. Minėta formulė turi 
prasmę su visomis 2 reikšmėmis. Tačiau funkcijos l = ft) 
apibrėžimo sritis yra kelių dešimčių laipsnių intervalas, kuriam 
galioja ilgėjimo dėsnis. 

Primename, kad funkcijos grafiku vadiname aibę visų koor- 
dinačių plokštumos taškų, kurių abscisės lygios argumento 
reikšmėms, o ordinatės — atitinkamoms funkcijos reikšmėms. 

1 paveiksle pavaizduotas funkcijos у = f(x) grafikas. 
Funkcijos apibrėžimo sritis — intervalas [-3; 7]. Remiantis 
grafiku, galima rasti, pavyzdžiui, f(-3), f(0), f(2), f(5): 


apibrėžimo sritis — visų, 


f(-3) = -2, f0) = 2,5, 
K2) = 4, K5) = 2. 


Mažiausia funkcijos reikšmė 
lygi —2, o didžiausia 4; kiekvienas 
skaičius, priklausantis intervalui 
[-2; 4], yra tos funkcijos reikšmė. 
Taigi funkcijos y = f(x) reikšmių 
sritis — intervalas [-2; 4]. 

Jau nagrinėjome kai kurių rū- 
šių funkcijas: tiesinę funkciją, 
išreiškiamą formule y = kx + b, 
kurios k ir b — realieji skaičiai; 
tiesioginį proporcingumą (tiesinės 


y 


y=kx+b (ks0) 


T y=kx+b (ke) * 


a) 


2 pav. 


funkcijos atvejį), išreiškiamą formule y = kx (k = 0); atvirkštinį 


proporcingumą — funkciją y = 5 „kurios k = 0. 
x 
Funkcijos y = kx + b grafikas yra tiesė (2 pav.). Jos apibrėžimo 


sritis — visa realiųjų skaičių aibė. Kai k = 0, šios funkcijos 
reikšmių sritis — visa skaičių aibė, o kai Ё = 0, — vienas skai- 
čius b. 
| 5 Ё : : А 
Funkcijos у = — grafikas vadinamas hiperbole. 3 paveiksle 
x 


M k 1 A: m 
pavaizduotas funkcijos y = PE kai Ё > 0, grafikas. Sios funkcijos 
apibrėžimo sritis — visu skaičių, išskyrus nulį, aibė. Ši aibė уга 

k ! к T 
ir funkcijos y = 7: reikšmiu sritis. 

Minétomis funkcijomis apibūdinami realūs procesai ir dės- 
ningumai. Pavyzdžiui, tiesioginiu proporcingumu nusakomos 
šios priklausomybės: kūno masės m nuo jo tūrio V, kai tankis p 
pastovus (m = рУ); apskritimo ilgio C nuo jo spindulio R (C = 2 n). 
Atvirkštinis proporcingumas yra 
grandinės dalies srovės stiprio I 


priklausomybė nuo laidininko 
varžos R, kai įtampa U pastovi 


A M M" 
u = 2) laiko £, per kurį tolygiai 


judėdamas kūnas nueina kelią s, 


x ET T S 
nuo judéjimo greicio v С =>]; 
U 3 pav. 


{и 


Išnagrinėjome formulėmis y = x?, 
уа ys Jx išreikštas funkcijas. 
Jų grafikai pavaizduoti 4 paveiksle. 

Išnagrinėkime dar vieną funk- 
ciją, išreikštą formule у = |x|. 


Kadangi reiškinys |x| turi pras- 


me su bet kuriuo x, tai šitos 
funkcijos apibrėžimo sritis yra visa 
realiuju skaičių aibė. Remiantis 


apibrėžimu, EER kai x > 0, іг |x|=-x, kai x < 0. Todėl 
funkciją y = |x| galime išreikšti taip: 
x, kai x 20, 
i E kai x « 0. 


NIKOLAJUS LOBACEVSKIS (1792—1856) — rusu 
matematikas. Suküre neeuklidine geometrija, kuri 
pakeitė požiūrį į matematikos aksiomatika. Parengė 
aukštesniojo laipsnio algebrinių lygčių apytikslio 
sprendimo metodą. Svarbus Lobačevskio įnašas į ma- 
tematinės analizės ir algebros raidą. 


Nagrinėjamos funkcijos grafikas intervale [0; + =) sutampa 
su funkcijos y = x grafiku, o intervale (-+; 0) — su funkcijos 
y =—х grafiku. Funkcijos y = |х grafika (5 pav.) sudaro du spin- 
duliai, kurių pradžia yra koordinačių pradžios taškas. Šie 
spinduliai — I ir II koordinatinio kampo pusiaukampinės. 


e 1. Funkcija išreikšta formule f(x) = —3x2 + 10. Raskite: 


а) 8-1) b) 10), à ІН! 


à 4 Баай Ий. 15001 Бай o. ŽD 
x + 0,5 
e 3. Yra žinoma, kad f(x) = x? — 10. Raskite: a) f(5); 5) f(4); 
с) f(2); d) f(-3). 
4. Sakykime, kad ф(х) = х? x + 1. Apskaičiuokite q(0) + 
+ QO) +6(2) + ф(3). 
e 5. Yra žinoma, kad f(x) = —5x + 6. Raskite x reikšmę, su kuria: 
a) f(x) = 17; b) Ax) = -3; с) f(x) = 0. 
6. Raskite x reikšmę, su kuria g(x) = 0, kai: 
x+1 


a) g(x) = х(х + 4); b) glx) = : 
5-х 


7. Funkcija išreikšta formule ф(х) = мэн Ar уга tokia х 
% 
reikšmė, su kuria funkcijos reikšmė lygi: a) 1; b) -0,5; с) 0? 
Jei taip, tai pasakykite ja. 
e 8. Funkcija išreikšta formule f(x) = 0,5x — 4. Raskite x reikš- 
me, su kuria funkcija įgyja reikšmę, lygią: a) —5; b) 0; c) 2,5. 


PĖTERIS DIRICHLĖ (1805—1859) — vokiečių ma- 
tematikas. Padarė svarbių atradimų skaičių teorijos 
srityje. Daug nuveikė plėtodamas algebrą ir mate- 
matinę analizę. Svarbūs jo mechanikos ir matema- 
tinės fizikos tyrinėjimai. 


-1 


9. Raskite formule išreikštos funkcijos apibrėžimo sritį: 

2x ; dam 1 ` 

5-x x? 417 

b) y = x? — 5x + 1; y еы f) у= 2-5. 
(x-4)(x+1) 


10. Pasakykite funkciją, kurios apibrėžimo sritis yra: 


a) y = 4x — 8; c) y = 


a) visa skaičių aibė; 
b) visų skaičių, išskyrus 7, aibė. 
11. Pasakykite formule išreikštos funkcijos apibrėžimo sritį: 
a) y = x2 + Ох; b y= ЖЕ; ©) у= J/9+<x. 
12. Funkcijos у = g(x) apibréZimo sritis — intervalas [—6; 5]. 
Remdamiesi jos grafiku (6 pav.), raskite: 
a) g(-4), 8(-1), g(1), g(5); 
b) x reikšmę, su kuria g(x) = 4, g(x) = -4, g(x) = 0; 
c) didžiausią funkcijos reikšmę; mažiausią funkcijos reikšmę; 
d) funkcijos reikšmių sritį. 
e 13. Nubraižykite formule išreikštos funkcijos grafiką: 


a) f(x) = 1,5 - Зх; c) f) = — 


b) f(x) = 4,5х; d) Ax) = —— 
Nurodykite funkcijos apibrėžimo sritį; reikšmių sritį. 


e 14. Nurodykite funkcijų у=х?, у= x?, у= /х (žr. 4 pav.) 
apibrėžimo ir reikšmių sritis. 


ENENENWE 
LUE 
A Й 7 5 X 
ЕН ІНІНЕН 
-LLINLIALTLLLLLLELLL] 


ЫЫ 
ШИ ПИШ ЕШ ШИШ ИИ ЕШ ШШ ПЕ ШЕ 


6 рау. 


7 рау. 


" x 59 Х 2 

15. Funkciju deu dug желек; 4-2” у--- 
grafikai pavaizduoti 7 paveiksle. Parodykite kiekvienos funk- 
cijos grafika. 

16. Vienos iš funkcijų y = x — 1, y = l+ x, y 22x - 1, 
y = 1 — 2x grafikas pavaizduotas 8 paveiksle. Kurios? 

17. Remdamiesi funkcijos y = |x] (žr. 5 pav.) grafiku, raskite, 
su kuriomis x reikšmėmis: 


a) |x| = 3,5; b ix|«2; © |524. 

Kokia mažiausia funkcijos reikšmė? 
Ar funkcija įgyja didžiausią reikšmę? Ko- 
kia funkcijos y = |х] apibrėžimo sritis? 

18. Sudarykite formule išreikštos 


funkcijos reikšmių lentelę ir nubraižy- 
kite jos grafiką: 


а) у= x? — 8х, -3<х<8; 


b) Ус -15<x<6. 


+2” 
Kokia funkcijos reik&miu sritis? 8 pav. 


19. Bako vandens temperatura (°C), kaip laiko (min) funk- 
cija, apibüdina formules: 


2t + 20, kai 0 Xt « 40, 
100, kai 40 <t< 60, 


2 
— s t 140, kai 60 <¿£< 150. 


Raskite p(20); p(40); p(50); р(60); p(90). Nubraizykite funk- 
cijos p = f(t) grafiką. Kokia nagrinėjamo proceso fizikinė prasmė 
kiekvienu laiko tarpu: [0; 40], [40; 60], [60; 150]? 

20. Dviratininko nuvažiuoto kelio s (kilometrais) priklau- 
somybė nuo važiavimo laiko t (valandomis) išreikšta taip: 

15t, kai 0 <t< И 


H 3 
2 — < -- 
8 17,5, kai 6 © і < z? 


—12t + 35,5, kai 5 «t« 


м | < 


Raskite: 5(0); (1); (1,4); s(2). NubraiZykite funkcijos s = f(t) 
grafiką (mastelis: 1 vienetas — 6 langeliai t ašyje, 10 vienetų — 
4 langeliai s ašyje). Apibūdinkite dviratininko kelionę. 


Kartojimo pratimai 

21. Išspręskite lygtis: 

a) -0,5(3x — 4) + 15x = 4(1,5x + 1) + 3; 

b) (2x – 3)(2х + 3) – x? = 12x — 69 + 3x?. 

22. Išspręskite nepilnąsias kvadratinės lygtis: 

a) 6x? — 3x = 0; 032 — 36 = 0; е) 0,5x? — 1 = 0; 
b) x? + 9x = 0; d) 5x? + 1 = 0; f) 0,6x + 9x? = 0. 
23. Išspręskite kvadratines lygtis: 

a) x? + 7x + 12 = 0; с) 2x2 — 5x — 3 = 0; 

b) x? — 2x — 35 = 0; d) 3x? — 8x + 5 = 0. 
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2. FUNKCIJŲ SAVYBĖS 


9 paveikslo grafikas vaizduoja, kaip oro temperatūra p 
(Celsijaus laipsniais) priklauso nuo paros laiko 2 (valandomis). 
Matome, kad 2 valandą ir 8 valandą temperatūra buvo nulinė, 
nuo 0 valandų iki 2 valandos ir nuo 8 valandos iki 24 valandos 
—- teigiama, o nuo 2 valandos iki 8 valandos — neigiama. Taigi: 
per pirmąsias penkias valandas temperatūra krito, nuo 5 va- 
landos iki 14 valandos — kilo, po to vėl krito. 

Remdamiesi grafiku, atskleidėme kai kurias funkcijos p = 
= f(t) savybes; čia + — paros laikas valandomis, p — oro tem- 
peratūra Celsijaus laipsniais. 

Išnagrinėkime funkcijos y = f(x) savybes. Jos grafikas pa- 
vaizduotas 10 paveiksle. Pirmiausia nustatykime, su kuriomis 
x reikšmėmis funkcijos reikšmė lygi nuliui, funkcijos reikšmės 
yra teigiamos ir neigiamos. 

Raskime grafiko ir x ašies su- 


sikirtimo taškų abscises: x = —3 ir 
x = 7. Vadinasi, funkcijos reikšmė 
lygi nuliui, kai x = —3 ir x = 7. 


Argumento reikšmės, su kuriomis 
funkcija virsta nuliu, vadinamos 
funkcijos nūliais. Taigi skaičiai 
-3 ir 7 — nagrinėjamos funkcijos 
nuliai. 


11 


Funkcijos nuliai jos apibrėžimo sritį — intervalą [—5; 9] — 
suskirsto į tris intervalus: [-5; -3), (—3; 7) ir (7; 9]. Su visomis 
intervalo (-3; 7) x reikšmėmis grafiko taškai yra virš x ašies, 
о su visomis intervalų [-5; -3) ir (7; 9] x reikšmėmis — po x 
ašimi. Vadinasi, intervale (—3; 7) funkcija įgyja teigiamas reikš- 
mes, o kiekviename iš intervalų [-5; —3) ir (7; 9] — neigiamas 
reikšmes. 

Dabar išsiaiškinkime, kaip kinta (didėja ar mažėja) funkcijos 
reikšmės, kai x didėja nuo -5 iki 9. 

Iš grafiko matome: kai x reikšmės didėja nuo -5 iki 3, y 
reikšmės didėja, o kai x reikšmės didėja nuo 3 iki 9, y reikšmės 
mažėja. Sakoma, kad intervale [-5; 3] funkcija y = Ax) yra di- 
dėjanti, o intervale [3; 9] — mažėjanti. 

Apibrėžimas. Didėjančiąja tam tikrame intervale 
funkcija vadinama funkcija, kuri su didesne to intervalo ` 
argumento reikšme įgyja didesnę reikšmę; 

mažėjančiąja tam tikrame intervale funkcija vadina- 
ma funkcija, kuri su didesne to intervalo argumento 
reikšme įgyja mažesnę reikšmę. 

Kitaip sakant, funkcija y = f(x) yra didėjanti intervale, jeigu 
su bet kuriais to intervalo skaičiais x, ir x, (x, > xj) teisinga 
nelygybė f(x,) > fœ); funkcija у = f(x) yra mažėjanti intervale, 
jei su bet kuriais to intervalo x, ir x, (x, > x,) teisinga nelygybė 
Aa) < fx). 

Funkcija, kuri visoje apibrėžimo srityje didėja, vadinama 
didėjančiąja funkcija, kuri mažėja, — mažėjančiąja funkcija. 
11 paveiksle yra didėjančios ir mažėjančios funkcijų grafikai. 


y 


11 pav. 


Išsiaiškinkime kai kurių žemesnėse klasėse nagrinėtų funk- 
cijų savybes. 

1 pavyzdys. Išnagrinėkime funkcijos y = kx + b (kai 
k ж 0) savybes (12 pav.). 


1. Išsprendę lygtį kx + b = 0, gauname x ----. Vadinasi, 


a= | S: 


; b 
= 0, kai x =- —. 
y 1x n 


2. Išsiaiškinkime, su kuriomis x reikšmėmis funkcija įgyja 
teigiamas reikšmes ir su kuriomis — neigiamas. Nagrinėsime 
du atvejus: k > O ir Ë < 0. 

Sakykime, k > 0. Išsprendę nelygybę kx + b > 0, sužinome, 


kad x», t. y. y > 0, kai x >-7. Iš nelygybės kx + b < 0 


gauname x < 53 Vadinasi, y «0, kai x < Hi (žr. 12 а pav.). 


Sakykime, k < 0. Išsprendę nelygybes kx +b > Oir x +b < 0, 


suZinome, kad у > 0, kai x < -2, ir y < 0, kai x > -2 
(žr. 12 b pav.). 

3. Kai k > 0, funkcija y = kx + b yra didėjanti, o kai k < 0, 
— mažėjanti. 

Įrodysime tai. Sakykime, kad x, ir x, — bet kurios argumento 
reikšmės, be to, x, > x,. Atitinkamas funkcijos reikšmes pa- 
žymėkime y, ir y;: 

у, = Ёх + b ir y, = kx, + b. 


y=kx+6 (k>0) y=kx+b (k<0) 


0 


12 рау. 
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Raskime skirtumą y, — y,: 

y, — y, = (kx, + b) — (kx, + b) = kx, — kx, = k(x, — x.). 
Daugiklis x, — x, yra teigiamas, nes x, » x,. Todél sandaugos 
RG, = x) ženklas toks, koks ir koefidento k. 

Kai k > 0, tai k(x, — x,) > 0 ir y, > y,. Vadinasi, kai k > 0, 
funkcija y = kx + b yra didėjanti. 

Kai k < 0, tai k(x, — x,) < 0 ir y, < y, Vadinasi, kai k < 0, 
funkcija y = kx + b yra mažėjanti. 

2 pavyzdys. Išnagrinėkime funkcijos y = B kai k z 0, 
savybes (13 pav.). á 


1. Kadangi trupmena — né su viena x reikšme nelygi nuliui, 
x 


: si k : : 
tai funkcija y d" neturi nuliu. 


k 
2. Kai Ё > 0, tai trupmena ps teigiama su x > 0 ir neigiama 


su x < 0. Taigi y > 0, kai x > 0, ir y < 0, kai x < 0. 


Kai Ë < 0, tai trupmena — teigiama su x < 0 ir neigiama su 
x 


x > 0. Vadinasi, y > 0, kai x < 0, ir y < 0, kai x > 0. 


k . 
3. Kai k > 0, funkcija y = н mažėja intervaluose (—ee; 0) ir 


(0; +œ) (13 a рау.). Kai k < 0, funkcija tuose intervaluose didėja 
(13 b pav.). 
Sita savybė įrodoma panašiai kaip tiesinės funkcijos savybė. 


13 pav. 
14 


14 рау. 


Pabrėžiame, kad y = — (kai k = 0) nėra didėjanti (mažėjanti) funkcija visoje 
х 


jos apibrėžimo srityje, nors kiekviename i$ intervalų (-е 0) ir (0: +) didėja 


(mažėja). 


24. Dviratininkas % s važiavo v m/s greičiu. 14 paveiksle 
pavaizduotas grafikas, kuris parodo, kaip kito dviratininko grei- 
tis laiko tarpais. Nurodykite laiko tarpą, kai dviratininko grei- 
tis: a) didėjo; b) mažėjo; c) buvo pastovus. 

25. 15 paveiksle pavaizduotas indo vandens temperatūros 
grafikas. Pasakykite, kaip kito temperatūra ir kuriuo laiko tar- 
pu ji buvo matuojama. Kokia buvo aukščiausia temperatūra? 


26. 1) paveiksle pateiktas funkcijos y = f(x) (kai —7 < x < 5) 
grafikas. Nurodykite: 

a) funkcijos nulius; 

b) vienodo ženklo funkcijos reikšmių (teigiamų arba neigia- 
mų) intervalus; 

c) funkcijos didėjimo intervalus, funkcijos mažėjimo inter- 
valus. 
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27. 17 paveiksle pavaizduotas funkcijos y = g(x) grafikas. 
Išvardykite šios funkcijos savybes. 

28. 18 paveiksle pateiktas funkcijos y = g(x), kurios -10 < x < 
< 10, grafikas. Kiek nulių turi funkcija? Nurodykite: a) inter- 
valus, kuriuose funkcijos reikšmės yra neigiamos; b) intervalus, 
kuriuose funkcija mažėja. 

29. Funkcijos apibrėžimo sritis [-3; 4]. Ji: 

a) intervale [-3; 0] didėja, o intervale (0, 4] mažėja; 

b) intervale [-3; 1] mažėja, o intervale [1; 4] didėja. 

Nubraižykite jos grafiką. 

30. Funkcijos nuliai yra skaičiai: a) —3 ir 3; b) —4, 0 ir 2; 
с) —3, 2, 1 ir 5. Nubraižykite jos grafiką. 

31. Raskite funkcijos nulius (jei jų yra): 


a) y = —0,8х + 12; @# = e 
+5 
6 
ена оба ТУ 2-1 68 
32. Ах funkcija turi nuliu: 
6- 
а) y = 2,1x — 70; b) у = 4x(x — 2); с)у = х9 


e 33. Su kuriomis x reikšmėmis funkcija y = f(x) virsta nuliu, 
įgyja teigiamas, neigiamas reikšmes, kai: 
a) Ax) = -0,7x + 350; b) Ax) = 30x + 10? 
Nubraižykite scheminius funkcijų grafikus, atspindinčius 
šias jų savybes. 
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e 34. Kurios iš tiesinių funkcijų y = 8x — 5, y = —8х + 11, 

у = —49х — 100, у= x + 1, y = 1 - x yra: a) didėjančios; 

b) mažėjančios? 

e 35. Nubraižykite funkcijos grafiką ir išvardykite jos savybes: 
a) у = 1,5х- 3; b) y = -0,6x + 5. 

e 36. Nubraižykite funkcijos grafiką: a) y = 1,6x; b) y = —0,4x. 

Pasakykite funkcijos y = Ех savybes, kai Е > 0; kai k < 0. 


37. Funkcija apibrėžta formule f(x) = 13x — 78. Su kuriomis 
x reikšmėmis: a) f(x) = 0; b) f(x) > 0; с) Ax) < 0? Ar ši funkcija 
yra didėjanti? 


e 38. Remdamiesi 4 ir 5 paveikslais, pasakykite funkcijų 
у = х2, у = х3, у= {х ir у = |х| savybes. 
e 39. Nubraižykite funkcijos grafiką: 


а) y= Š; b y=-Ž; 
x x 


Pasakykite Jos savybes. 


Kartojimo pratimai 


40. Išspreskite lygtis: 


a) 0,6x2 — 3,6x = 0; c) 2x? + 17x = 0; 
b) x2 — 5 = 0; d) 0,5x2 + 9 = 0. 
41. Palyginkite g(2) ir g(—2), kai: 
1 . 5 х . —- 3 
a) g(x) = E b) g(x) = көті с) g(x) = "yum 
42. Daugianarį išskaidykite dauginamaisiais: 
a) 4x — xš; b) at — 169a*; с) c? — 8с? + 16c. 


Kontroliniai klausimai 


1. Apibrėžkite funkciją. Ką vadiname funkcijos apibrėžimo 
sritimi ir reikšmių sritimi? 

2. Ką vadiname funkcijos grafiku? Kas yra tiesinės funkcijos, 
` tiesioginio proporcingumo ir atvirkštinio proporcingumo gra- 
fikas? 


2. 


3. Pagal 16 paveikslą paaiškinkite, kaip, remiantis funkcijos 
grafiku, randami funkcijos nuliai, intervalai, kuriuose funkcijos 
ženklas vienodas (funkcija įgyja teigiamas reikšmes, neigiamas 
reikšmes). 

4. Apibrėžkite intervale didėjančią funkciją; intervale ma- 
žėjančią funkciją. Pasakykite funkcijos, kurios grafikas pavaiz- 
duotas 16 paveiksle, didėjimo ir mažėjimo intervalus. 

5. Pateikite didėjančios tiesinės funkcijos pavyzdį; mažėjan- 
čios tiesinės funkcijos pavyzdį. Suformuluokite tiesinės funkcijos 
savybes ir jas įrodykite. 


k 
6. Kaip kinta funkcija y = - intervaluose (-о; 0) ir (0; + œ)? 
x 
Išnagrinėkite jos kitimą, kai k > O ir k < 0. 


'ADRATINIS TRINARIS 


3. KVADRATINIS TRINARIS IR JO ŠAKNYS 


Reiškinys 3x? – 2x — 5 yra antrojo laipsnio daugianaris su 
vienu kintamuoju. Tokie daugianariai vadinami kvadrūtiniais 
trinariais. 


Apibrėžimas. Kvadratiniu trinariu vadinamas 
ах? + bx + c išraiškos daugianaris, kurio x — kintamasis, 
a, bir с — skaičiai, be to, a z 0. 

Kvadratinio trinario 3x2 — 2x — 5 reikšmė priklauso nuo kin- 
tamojo x reikšmės. Pavyzdžiui, 

jei x = 5, tai 3x? — 2x — 5 = 60; 

jei x = 1, tai Зх? — 2x — 5 = —4; 

jei x = -1, tai Зх? – 2x - 5 = 0; 

jei x = 2, tai Зх? — 2x — 5 = 3. 

Matome, kad kintamojo x reikšmė, lygi —1, kvadratinį trinarj 
3x? — 2x — 5 paverčia nuliu. Tokia kintamojo reikšmė vadinama 
kvadratinio trinario šaknimi. 


Kvadratinio trinario šaknimi vadinama kintamojo 
reikšmė, su kuria to trinario reikšmė lygi nuliui. 
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Norint rasti kvadratinio trinario ах? + bx + c šaknis, reikia 
išspręsti kvadratinę lygtį ax? + bx + с = 0. 

1 pavyzdys. Raskime kvadratinio trinario 3х? – 2х – 5 
šaknis. 

Sprendžiame lygtį 3x? – 2x — 5 = 0. 


D = (-2} —- 4 - 3 -(-5) = 64; 


„2+64. 
нэн нь 


2 
ху=1-—‚х„=-1. 


3 2 

Vadinasi, kvadratinis trinaris 3x2 — 2x — 5 turi dvi šaknis: 
12 ir -1. 

Kadangi kvadratinio trinario ax? + bx + c šaknys sutampa 
su kvadratinės lygties ax? + bx + c = 0 šaknimis, tai jis, kaip ir 
kvadratinė lygtis, gali turėti dvi šaknis, vieną šaknį arba ne- 
turėti šaknų. Šaknų skaičius priklauso nuo kvadratinės lygties 
diskriminanto D = b? — 4ac, kuris vadinamas kvadrūtinio tri- 
nario diskriminūntu. Kai D > 0, kvadratinis trinaris turi dvi 
šaknis; kai D = 0, — vieną šaknį, kai D < 0, — šaknų neturi. 

Sprendžiant uždavinius, kartais patogu kvadratinį trinarį 
ах? + bx + c išreikšti taip: a(x — m} + n; čia m ir n — tam tikri 
skaičiai. Toks pertvarkis vadinamas dvinūrio kvadrūto išsky- 
rimū iš kvadratinio trinario. 


2 pavyzdys. Iš kvadratinio trinario Зх? — 36x + 140 
išskirkime dvinario kvadratą. 
Už skliaustų iškelkime skaičių 3: 


3x? — 36x + 140 = afat 12:22). 


Dabar pertvarkykime skliaustuose esantį reiškinį. Dėl to 12x 
išreikškime sandauga 2 · 6 : x, po to pridėkime ir atimkime 6°: 


3x? — 36x + 140 = aa? 29) = 8 (4-2 6: x46? – 
-6°+14°) = ((а-ө «S }=3(х-®)* +2. 
3 3 
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Taigi 
3x? — 36x + 140 = 3(x — 6» + 32. 


Sprendžiant 3-iojo pavyzdžio uždavinį, reikia iš kvadratinio 
trinario išskirti dvinario kvadratą. 


3 pavyzdys. Įrodykime, kad iš visų stačiakampių, kurių 
perimetras lygus 20 cm, didžiausią plotą turi kvadratas. 

Sakykime, kad viena stačiakampio kraštinė x cm. Tada kita 
lygi 10 — x cm, о stačiakampio plotas — x(10 — x) cmž. 

Atskliautę reiškinį x(10 — x), gauname 10x — x?. Reiškinys 
—х? + 10x yra kvadratinis trinaris, kurio a = —1, b = 10, c = 0. 
Išskirkime dvinario kvadratą: 


—xŽ + 10x = – (х? – 10x) = —(x2 — 10x + 25 — 25) = 

= — (x — 5} + 25. 

Kadangi reiškinys — (x — 5)? su visais x + 5 yra neigiamas, 
tai suma —(х — 5)? + 25 įgyja didžiausią reikšmę, kai x = 5. 
Vadinasi, plotas didžiausias, kai viena stačiakampio kraštinė 
lygi 5 cm. Tada ir kita jo kraštinė lygi 5 cm, taigi stačiakampis 
yra kvadratas. 


43. Duoti skaičiai: 1, 2, 3 _ 2 ‚ — + 42 . Kurie ju yra kvad- 
ratinio trinario x? — 6x + 7 šaknys? 


e 44. Raskite kvadratinio trinario šaknis: 
a) x2 + x — 6; c) 0,2x2 + 3x — 20; ‚ е) 0,1x2 + 0,4; 
b) 9x2 — 9x + 2; а) —2x2 — x — 0,125; f) -0,3х2 + 1,5x. 


e 45. Raskite kvadratinio trinario šaknis: 


a) 10x2+ 5x — 5; с) x2 — 2x — 4; 

b) -2х2 + 12x — 18; d) 12x2 — 12. 

46. Ar turi šaknu kvadratinis trinaris? Jei turi, tai kiek? 
a) 5x? — 8x + 8; с) —7x2 + бх — 2; 

b) 9x? + 6x + 1; d) —? + 5x — 3. 


20 


47. Ar turi šaknų kvadratinis trinaris? Jei turi, tai kiek? 


a) —4x? — Ах + 3; с) 9x2 — 12x + 4; 
b) 4x? — 4x + 3; d) 9x? — 12x — 4. 
48. Išskirkite iš kvadratinio trinario dvinario kvadratą: 
a) x2 — 6x — 2; c) 2x2 — 4x + 10; 
1 
b) x2 + 5x + 20; дух" + x — 6. 
49. Išskirkite iš kvadratinio trinario dvinario kvadrata: 
a) x2 — 10x + 10; c) 3x? + 6x — 3; 
1 
b) x? + 3x — 1; dix — x +2. 


50. Irodykite, kad su visomis x reikámémis kvadratinis tri- 
naris: 

a) x? — 6x + 10 įgyja teigiamas reikšmes; 

b) 5x? — 10x + 5 įgyja neneigiamas reikšmes; 

c) —? + 20x — 100 įgyja neteigiamas reikšmes; 

d) -2x? + 16x — 33 įgyja neigiamas reikšmes. 


51. Duoti kvadratiniai trinariai: x? — 6x + 11 ir —x2 + 6x — 11. 
Įrodykite, kad pirmasis neįgyja neigiamų reikšmių, o antrasis — 
teigiamų. 

52. Su kuria x reikšme trinaris 2x? — 4x + 6 įgyja mažiausią 
reikšmę? Raskite ją. 


, - | . 1 
53. Su kuria х reikšme kvadratinis trinaris 3% + 2x +4 
įgyja mažiausią reikšmę ir kokia ta reikšmė? 


54. Stačiųjų trikampių statinių suma lygi 6 cm. Įrodykite, 
kad didžiausias yra lygiašonio trikampio plotas. 


55. Iš 20 m aukščio bokšto į viršų paleista iš lanko strėlė. 
Jos pradinis greitis 50 m/s, t — skriejimo laikas (sekundėmis). 
Strėlės nuotolį nuo žemės paviršiaus A (metrais) galima ap- 
skaičiuoti pagal formulę A = —Бї? + 504 + 20 (laisvojo kritimo 
pagreitis laikomas lygiu 10 m/s?). Į kokį didžiausią aukštį pakilo 
strėlė? 
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Kartojimo pratimai 


56. Funkcija išreikšta formule f(x) = Su kuriomis 


0,5x-1 
E 
x reikšmėmis: 
a) Ax) = 0; b) Ax) > 0; c) Ax) < 0? 
57. 0 °С temperatūros plieninio bėgio ilgis 60 m. Priklau- 
somai nuo temperatūros t jo ilgis kinta pagal dėsnį / = 60(1 + 
+ 0,0000127). Apskaičiuokite, kiek pailgėja bėgis, kai tempera- 
tūra padidėja: 


a) nuo 0 °C iki 25 °С; b) nuo 25 °C iki 50 °C. 
58. Išspręskite lygtį: . 
a) 3(x + 4)? = 10x + 32; b) 31x + 77 = 15(x + 1}. 


59. Daugianarį išskaidykite dauginamaisiais: 
а) ab + ЗЬ — ба — 15; b) 2xy — y + 8x — 4. 


4. KVADRATINIO TRINARIO SKAIDYMAS 
DAUGINAMAISIAIS 


Sakykime, Каа kvadratinj trinarj 3x? — 21x + 30 reikia 
išskaidyti dauginamaisiais. Pirmiausia daugiklį 3 iškeliame 
užskliaustų: 

3x? — 21x + 30 = 3(x? — 7x + 10). 

Dabar daugianarį x? — 7x + 10 išskaidykite dauginamaisiais. 
Démenj -7x išreiškę vienanarių -2x ir —5x suma, taikykime 
grupavimo būdą: 

x? — Tx + 10 = x- 2x — 5x + 10 = x(x — 2) —5(x — 2) = 

= (x — 2)(x — 5). | 

Vadinasi, 

3x? – 21x + 30 = 3(x — 2)(х — 5). 

Kadangi sandauga 3(x — 2)(x — 5) virsta nuliu, kai x = 2 ir 
x = 5, tai su šiomis x reikšmėmis ir kvadratinis trinaris 3x? — 
— 21x + 30 virsta nuliu, t. y. skaičiai 2 ir 5 yra jo šaknys. 

Taigi kvadratinį trinarį 3x? — 21x + 30 išskaidėme į tris 
dauginamuosius. Pirmas dauginamasis lygus koeficientui prie 
x?, antras — kintamojo x ir vienos-trinario šaknies skirtumui, 
trečias — kintamojo x ir antros šaknies skirtumui. 
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Šitaip išskaidyti galima kiekvieną kvadratinį trinarį, turintį 
šaknis. Tokiu atveju tariama, kad kvadratinis trinaris, kurio 
diskriminantas lygus nuliui, turi dvi lygias šaknis. 

Teorema. Jei x, ir x, — kvadratinio trinario 
ax* + bx + c šaknys, tai 


ax? + bx + c = а(х - x Ma - x,). 


Įrodymas. Iškelkime už skliaustų daugianario ax* + bx + 
+ c daugiklį a: 


a a 
Kadangi skaičiai x, ir x, yra kvadratinio trinario ax? + bx + 


+ c šaknys, taigi ir kvadratinės lygties ax? + bx + c = 0 šaknys, 
tai, remiantis Vieto teorema, 


> b с 
ax? + bx + c = (shut 


b с 
x + x, = B^. хх, m. 
Iš čia 
LN (x, + X,) S = xx 
a 1 25? а r2 


b с 

2 9 BLS = жй = 22 

x? + х+— = x? — (x + x,)X + хх, = X2— хх — x,X + X x, = 

= x(x — ху) — x,(x — X) = (x — x)(x — x,). 

Vadinasi, 

ax? bx + c = alx — x)(x- x,). 

Jei kvadratinis trinaris neturi šaknu, tai jo negalima iš- 
skaidyti dauginamaisiais, kurie yra pirmojo laipsnio daugia- 
nariai. 

Įrodysime tai. Sakykime, kad trinaris ах? + bx + с neturi šaknų. Tarkime, kad 
jį galima išreikšti pirmojo laipsnio daugianarių sandauga: 


ах? + bx + c = (kx + т)(рх + q), 
kurioje k, m, p ir q — skaičiai, be to, k + 0 ir p #0. 
Sandauga (kx + т)(рх + q) virsta nuliu, kai x = — * ir х= -1. Vadinasi, 


su šiomis x reikšmėmis lygus nuliui ir trinaris ax? + bx + c, t. y. skaičiai 
-— ir "Us yra jo šaknys. Tai prieštarauja sąlygai (trinaris neturi šaknų). 
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1 pavyzdys. Išskaidykime dauginamaisiais kvadratinį 
trinarį 2x? + 7x — 4. 
Raskime jo šaknis išspręsdami lygtį 2x2 + 7x — 4 = O: 
1 
X, = 2° x, = —4. 
Pritaike kvadratinio trinario skaidymo dauginamaisiais teo- 
rema, gauname: 


2x? + Ix — 4 = x (s-1)e 4 4). 


Gautą sandaugą galima parašyti kitaip: sudauginti skaičių 
2 ir dvinarį :-2. Gauname: 

2x? + Tx — 4 = (2x — 1)(х + 4). 

2 pavyzdys. Išskaidykime dauginamaisiais kvadratinį 
trinarj —4x? + 24x — 36. 

Išsprendę lygtį — 4x? + 24x — 36 = 0, randame trinario šaknis: 

x, = x, = З. 

Vadinasi, 

—4x2 + 24x — 36 = —4(x — ЗХх — 3), 
arba 

—4x? + 24x — 36 = —4(х – 3)2. 


3x+2 
3x? -13x-10` 


Kvadratinį trinarj 3x? — 13x — 10 išskaidykime dauginamai- 


3 pavyzdys. Suprastinkime trupmeną 


siais. Jo šaknys lygios -2 ir 5. Todel 


3e- i — 10 31х52) - 5) = Gre 2 — B) 
Taigi 

3x+2 _ 3x42 _ 1 
3x?-13x-10 (3x42)(x-5) x-5 
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e 60. Išskaidykite dauginamaisiais kvadratinį trinarį: 
a) Зх? — 24x + 21; d) x? — 12x + 24; g) 2x? — 5x + 3; 
Ы) 5х? + 10x 15; e)-y? + 16у - 15; h) 5y2+ 2y - 3; 


1 1 J 
© =х*+—=—х+—; f) -x?-8x + 9; i) -2x? + 5x + 7. 
6 8 3 | 
e 61. Išskaidykite dauginamaisiais kvadratinį trinarį: 
1 
a) 2x2— 2x +; c) 16а? + 24a + 9; 
b) —9x2 + 12x — 4; d) 0,25m? — 2m + 4. 
e 62. Išskaidykite dauginamaisiais kvadratinį trinarį: 
a) 2x2 + 12x — 14; с) 3x? + 5x — 2; 
b) —m* + 5m - 6; d) 6x? — 13x + 6. 


63. Įrodykite tapatybę: 

a) 10x? + 19x — 2 = 10(x — 0,1Хх + 2); 

b) 0,5(x — 6)(х — 5) = 0,5x? — 5,5x + 15. 

64. Ar galima šį kvadratinį trinarį išreikšti pirmojo laipsnio 
daugianarių sandauga: 


a) —3y2 + Зу + 11; с) x? — 7х + 11; 
b) 452 — 9b + 7; а) Зу? — 12у + 12? 
65. Suprastinkite trupmena: 
4x+4 - b? 2-11р-10 
Bo = Шал, g ŽAS, 
3x? +2x-1 b? - b -12 20-8р-р 
b) 2a? -5a-3. à) 2y? +7y +3. f Зх? +16x-12 
3a-9 | y-9 | 10 — 13x - 3x? 
66. Suprastinkite trupmena: 
x? - 11x +24 2y? +9y-5 
ар ===; BD“ 1 ы кз 
| x° – 64 4y" -1 
67. Apskaičiuokite trupmenos reikšmę: 
) _36—х*_ k i = 9: 99: 999: 
"ema! РЕТИ 
Ax? + 8x — 32 | 
b =i ус, Kai х = -1; 5; 10. 
н > қ 2-6х-8 : 
68. Kuo skiriasi funkcijų y = x — 4 ir y = ŽŽ grafikai? 
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Kartojimo pratimai 


69. Išspręskite lygtį: 


x? -1 х? +х 8х-7 
а) 2 — 11х = 11; b) a 
70. Daugianarį išskaidykite dauginamaisiais: 
a) 4x2 — 6x + 2xy — Зу; b) 4a? + 2b? — 2a?b — 4ab?. 


71. Remdamiesi 19 paveikslu, aprašykite, kaip kito vandens 
lygis nulio atžymos atžvilgiu. 


72. Kuriame koordinatiniame ketvirtyje yra funkcijų f(x) = 
= 0,8x + 2,1 ir g(x) = —0,9x + 3 grafikų susikirtimo taškas? 


Kontroliniai klausimai 
1. Apibrėžkite kvadratinį trinarį. Kiek šaknų gali turėti 
kvadratinis trinaris? 


2. Remdamiesi reiškiniu 3x? — 12x 4 32, paaiškinkite, kaip 
iš kvadratinio trinario išskiriamas dvinario kvadratas. 


3. Suformuluokite ir įrodykite kvadratinio trinario, turinčio 
šaknų, skaidymo dauginamaisiais teoremą. 


26 


`$ 3. KVADRATINĖ FUNKCIJA 
— IR JOS GRAFIKAS 


5. FUNKCIJA y = ax?, JOS GRAFIKAS IR SAVYBĖS 


Viena iš svarbiausių funkcijų, kurias nagrinėsime, уга kvad- 
ratinė funkcija. 


Apibrėžimas. Kvadratine funkcija vadiname 
funkciją, išreikštą formule y = ах? + bx + с, kurios x — 
nepriklausomas kintamasis, a, b ir c — bet kurie skaičiai 
ir a z 0. 


Kvadratinės funkcijos pavyzdys yra tolygiai kintamai judan- 
čio kūno kelio priklausomybė nuo laiko. Jei kūnas judėjo pa- 
greičiu a m/s? ir iki laiko t atskaitos pradžios buvo nuėjęs kelią 
s, m judėdamas v, m/s greičiu, tai nueito kelio s priklausomybė 
nuo laiko t (sekundėmis) išreiškiama formule 

= at Жий 8 

цайг TE Bo 0 

Pavyzdžiui, kai a = 6, v, = 5, s, = 20, tai formulė tokia: 

s = 312 + Бї + 20. 

Pirmiausia išnagrinėsime kvadratinės funkcijos atvejį — 
funkciją y = ax?. 

Kai a = 1, formulės y = ax? išraiška yra tokia: y = x?. Su šia 
funkcija jau susidüréme. Jos grafikas — parabolė. 

Nubraižykime funkcijos y = 2x2 grafiką. Sudarome funkcijos 
reikšmių lentelę: 


ЕНЕНЕЛЕНЕЛЕНЕЛЕНЕЛЕН 
ЕНЕНЕЛЕНЕЛЕНЕЛЕНЕЛЕН 


Pažymėkime taškus, kurių koordinatės nurodytos lentelėje. 
Sujungę juos glodžia kreive, gausime funkcijos y = 2x? grafiką 
(20 a pav.). 

Kai x = 0, kiekviena funkcijos y = 2x2 reikšmė 2 kartus di- 
desnė už atitinkamą funkcijos y = x? reikšmę. Jei funkcijos y = x? 
grafiko bet kurį tašką pakeltume tiek, kad atstumas nuo jo iki 
x ašies padidėtų 2 kartus, tai tas taškas pereitų į atitinkamą 
funkcijos y = 2x* grafiko tašką. Sitaip galima rasti kiekvieną 
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funkcijos y = 2x? grafiko tašką. Kitaip sakant, funkcijos y = 2x? 
grafika galime gauti ištempdami parabole y = x? x ašies atšvil- 
giu 2 kartus (20 b pav.). Si transformacija vadinama ištempiū х 
ašies atžvilgiu. 

Dabar nubraižykime funkcijos y =L grafika. Vë] suda- 
rykime jos reikšmiu lentele: 


Pažymėję taškus, kurių koordinatės nurodytos lentelėje, ir 


sujungę juos glodžia kreive, gausime funkcijos y =; grafika 
(21 а pav.). 
Kai x + 0, kiekviena funkcijos y = reikšmë 2 kartus ma- 


Zesné uš atitinkama funkcijos y = x? reikšme. Jei kiekviena 
funkcijos y = x? grafiko tašką nuleistume tiek, kad atstumas 
nuo to taško iki x ašies sumažėtų 2 kartus, tai funkcijos y = x? 


grafikas pereitų į funkcijos y = Ба? grafika (21 b pav.). Vadinasi, 


funkcijos y =; grafika galime gauti suspausdami parabole 
у =х? x ašies atžvilgiu 2 kartus. Ši transformacija vadinama 
sąspūdžiu x ašies atžvilgiu. 
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Apskritai funkcijos y = ax? grafiką galima gauti ištempiant 
parabole y = x? x ašies atžvilgiu a kartu, kai a > 1, ir suspau- 
1 
džiant ją x ašies atžvilgiu = kartu, Каі 0 < а < 1. 
Išnagrinëkime funkcija у = ax?, kai а < 0. 
Nubraižykime funkcijos y = -ix grafiką. Sudarome jos 


reikšmių lentelę: 


Pažymėję taškus, kurių koordinatės nurodytos lentelėje, nu- 


braižysime funkcijos y = -Z grafiką (22 a pav.). 


Palyginkime funkcijų y = — ; xžiry = Бай grafikus (22 b pav.). 
Su kiekviena x reikšme šių funkcijų reikšmės yra priešingieji 
skaičiai. Vadinasi, atitinkami grafikų taškai yra simetriški x 


ašies atžvilgiu. Kitaip sakant, funkcijos y = EL grafikas gau- 


namas iá funkcijos y = grafiko simetrija x ašies atžvilgiu. 
Apskritai funkcijų y = ax? ir y = —ax? (kai a + 0) grafikai yra 
simetriški x ašies atžvilgiu. 
Funkcijos y = ax? (а ғ 0) grafikas, kaip ir funkcijos y = x?, 
vadinamas parabole. 


29 


иш 

211111 117 
21111 11:111111111| 
211111111111:11(1111) 
(111Г111111111111(Г11!| 


а) 


22 рау. 


Išvardysime funkcijos y = ax2, kurios a > 0, savybes: 

1. Jei x = 0, tai y = 0. Funkcijos grafikas eina per koordinačių 
pradžią. 

2. Jei x + 0, tai y > 0. Funkcijos grafikas yra viršutinėje 
pusplokštumėje. 

3. Priešingas argumento reikšmes atitinka funkcijos lygios 
reikšmės. Funkcijos grafikas yra simetriškas y ašies atžvilgiu. 

4. Funkcija mažėja intervale (—=; 0] ir didėja intervale 
(0; +). 

5. Mažiausią reikšmę, lygią nuliui, funkcija įgyja, kai x = 0; 
didžiausios reikšmės funkcija neturi. Funkcijos reikšmių sri- 
tis — intervalas [0; +). 

Įrodysime 4-ąją savybę. Sakykime, kad x, ir x, — dvi ar- 
gumento reikšmės, be (0, x, > ху, о y, ir y, — jas atitinkančios 
funkcijos reikšmės. Parašykime reikšmių y, ir y, skirtumą 
y, — y, ir pertvarkykime jį: 

у„—-уу=ах;-ах} зах -х)=а(х„ —х,)(х» tx. 

Kadangi a > 0 ir x, — x, > 0, tai sandaugos а(х, — хх, + x) 
ženklas toks, koks ir dauginamojo x, + x,. Jei skaičiai x, ir x, 
priklauso intervalui (—; 0], tai tas dauginamasis yra neigiamas. 
Jei skaičiai x, ir x, priklauso intervalui [0; +), tai dauginamasis 
х, + x, yra teigiamas. Pirmu atveju y, — y, < 0, t. y. y, < у}; antru 
atveju y, — y, > 0, t. y. y, > y,. Vadinasi, intervale (—; 0] funkcija 
mažėja, o intervale [0; +оо) — didėja. 
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Dabar išvardysime funkcijos y = ax2, kurios а < 0, savybes. 

1. Jei x = 0, tai y = 0. Funkcijos grafikas eina per koordinačių 
pradžios tašką. 

2. Jei x = 0, tai y < 0. Funkcijos grafikas yra apatinėje pus- 
plokštumėje. 

3. Priešingas argumento reikšmes atitinka funkcijos lygios 
reikšmės. Funkcijos grafikas yra simetriškas y ašies atžvilgiu. 

4. Funkcija didėja intervale (—; 0], mažėja intervale (0; +»). 

5. Didžiausią reikšmę, lygią nuliui, funkcija įgyja tada, kai 
x = 0; mažiausios reikšmės funkcija neturi. Funkcijos reikšmių 
sritis — intervalas (—ee; 0]. 

4-oji savybė įrodoma panašiai, kaip ir 4-oji funkcijos y = ax?, 
kai a > 0, savybė. 

Remdamiesi išvardytomis savybėmis, darome tokią išvadą: 
kai a > 0, parabolės y = ax? šakos nukreiptos aukštyn, kai a < 
< 0, — žemyn. Ordinačių (y) ašis yra parabolės simetrijos ašis. 
Parabolės ir jos simetrijos ašies bendras taškas vadinamas 
parūbolės viršūne. Parabolės у = ax? viršūnė sutampa su ko- 
ordinačių pradžia. 

Grafiko, simetriško x ašies atžvilgiu braižymas, jo tempimas 
nuo x ašies, spaudimas prie x ašies — tai įvairios grafikų trans- 
formacijos. Funkcijos y = ax? transformacijas galima taikyti ir 
kitoms fnkcijoms. 


Funkcijos y = -Ax) grafikas gaunamas iš funkcijos у = Ax) grafiko simetrija x 
ašies atžvilgiu. 
Funkcijos y = af(x) grafiką gauname iš funkcijos y = f(x) grafiko ištempdami jį 
1 
x ašies atžvilgiu a kartų, kai a > 1, suspausdami x ašies atžvilgiu — kartų, kai 
a 


О<а<1. 


1 

e 73. Nubraišykite funkcijos y -4* grafika. Raskite: 

a) y reikáme, kai x = —2,5; -1,5; 3,5; 

b) x reik&mes, su kuriomis y = 5; 3; 2; 

с) funkcijos didėjimo intervalą ir funkcijos mažėjimo intervalą. 
e 74. Nubraižykite y = —2x2 grafiką ir raskite: 

a) y reikšmę, kai x = —1,5; 0,6; 1,5; 

b) x reikšmes, su kuriomis y = —1; —3; —4,5; 

с) funkcijos didėjimo intervalą ir funkcijos mažėjimo intervalą. 
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e 75. Vienoje koordinačių sistemoje nubraišykite funkcijų 


y = x, у = 1,8x2 ir y =Í a grafikus. 

Palyginkite tų funkcijų reikšmes, kai x = 0,5, x = l ir x = 2. 
e 76. Vienoje koordinačių sistemoje nubraižykite funkcijų 
y = 0,4x? ir y = —0,4x? grafikus. 

Kokia kiekvienos šių funkcijų reikšmių sritis? 

77. Nubraižykite scheminį funkcijos grafiką: 

a) y = -15x* b) y = 0,8x?. 

Išvardykite funkcijos savybes. 

78. Nubraižykite scheminį funkcijos grafiką ir išvardykite 
jos savybes: 

a) y = 0,2x2; b) y = -10x?. 

79. Ar parabole y = 2x? kerta tiesė: 

а) у = 50 Ы у= 100; O)y=-8; d) у = 14х — 20? 

Јеі kerta, raskite susikirtimo tašku koordinates. 

80. Ar priklauso funkcijos у = —-100x? grafikui taškas: 

a) M(1,5; -225); b) K(-3; -900); с) P(2; 400)? 

81. Raskite funkciju y = — ir y = 2x — 3 grafiku susikirtimo 
taškų koordinates. Pavaizduokite grafiškai. 

82. Skritulio plotas S (kvadratiniais centimetrais) apskai- 
čiuojamas pagal formulę S = лг?; čia г — skritulio spindulys 
(centimetrais). Nubraižykite funkcijos S = mr? grafiką ir iš jo 
raskite: 

a) skritulio plotą, kai spindulys lygus 1,3 cm; 0,8 cm; 2,1 cm; 

b) skritulio spindulį, kai plotas lygus 1,8 cm?; 2,5 cm2; 6,5 cm2. 

83. Kubo paviršiaus plotas y (kvadratiniais centimetrais) 
priklauso nuo kubo briaunos x (centimetrais). Funkciją y = f(x) 
apibrėžkite formule. Nubraižykite jos grafiką ir pagal jį raskite: 

a) kubo paviršių, kai jo briauna lygi 0,9 cm; 1,5 cm; 1,8 cm; 

b) briaunos ilgį, kai kubo paviršius lygus 7 cm2; 10 cmž; 14 cmž. 


Kartojimo pratimai 
84. Kiek šaknų turi kvadratinis trinaris: 


a) 3x? — 8x + 2; b) -Žy* + бу - 18; O mA m + 82 
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85. Suprastinkite trupmena: 


2a-1 | b ба? -5a 41 
a -a-a ) 71-44 


86. Išspręskite lygtį (x + 3? — (x — 3? = (x — 2? + (x + 2)? ir 
pažymėkite šaknis koordinačių tiesėje. 
6. FUNKCIJŲ у = ах? + n IR y = a(x - m? GRAFIKAI 


Išnagrinėkime kitus kvadratinės funkcijos atvejus. 
1 pavyzdys. Išsiaiškinkime, koks yra funkcijos 


1 
y ex + 3 grafikas. 
š А қ ы сй : — 2% 1 
Vienoje koordinačių sistemoje nubraiZykime funkcijų y = 24 


1 
ir у= 90+ 3 grafikus. 


1 : 
Sudarome funkcijos y = reikšmiu lentele: 


(1) 


Ж 1 - 5 
Funkcijos y => grafikas nubraižytas 23 a paveiksle. 
1 СЕТ 

Kad sudarytume funkcijos y = 2% + 3 reikšmiu lentele su 
tomis paciomis argumento reikšmëmis, pakanka prie funkcijos 

1 : ЖЕ "PE РЕ 
y ага kiekvienos apskaičiuotos reikšmės pridėti 3: 
EXESXEJEIEIERESERESES 


Pažymėkime taškus, kurių koordinatės nurodytos (2) len- 
telėje. Sujungę juos glodžia kreive, gausime funkcijos y = 


(2) 


1 
= y x? + 8 grafika (23 b pav.). 
1 
Nesunku suvokti, kad kiekviena funkcijos у = 2* tašką (x; 
1 
yo) atitinka vienintelis funkcijos y = 2% + З taškas (ху, + 3), 


8. 
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: PEE ЧИК ak ша ары " 1 

ir atvirkščiai. Vadinasi, jei kiekvieną funkcijos y -2 grafiko 
taška perkelsime per 3 vienetus 1 viršu, gausime funkcijos y = 


1 
зал” + 3 grafika. Kitaip sakant, kiekviena antro grafiko taška 


galima gauti 18 pirmo grafiko lygiagreciuoju postümiu per 3 
vienetus j viršu y ašies kryptimi. 


: 1 : . ё 
Funkcijos y = 2% + 3 grafikas — parabole, gauta 15 funkcijos 


1 А à "T 
y sov grafiko postümiu per 3 vienetus j viršu. 

Apskritai funkcijos y = ax? + n grafikas уга parabole, gauta 
iš funkcijos y = ax? grafiko lygiagreciuoju postümiu y ašies kryp- 
timi per n vienetų aukštyn, jei n > 0, arba per -n vienetų žemyn, 
jei n < 0. 

me s: 1 

2 pavyzdys. Išnagrinėkime funkciją y “© (х — Б)? 

ir išsiaiškinkime, kas yra jos grafikas. 


Vienoje koordinačių sistemoje nubraižykime funkcijų y = 2% 
1 
ir у -2( - 5)? grafikus. 
; ” 1 -- 
Braizydami funkcijos y зах grafika, naudosimes (1) len- 


1 
tele. Dabar sudarykime funkcijos y = 20% - 5)? reikšmių len- 


tele. Argumento reikšmėmis pasirinkime tas, kurios 5 vienetais 
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didesnės už (1) lentelės reikšmes. Tada jas atitinkančios funk- 


1 . : : : 
cijos y = 2 (x — 5) reikšmės bus tos, kurios surašytos (1) lentelės 


antroje eilutėje: 


(8) 


Pažymėję taškus, kurių koordinatės nurodytos (3) lentelėje, 
1 
nubraižome funkcijos y - 6 - 5) grafika (24 pav.). Nesunku 
са " 1 
pastebėti, kad kiekvieną funkcijos y => grafiko tašką (x;; у,) 
: 1 
atitinka vienintelis funkcijos y -3G - 5)? grafiko taškas (x, + 
+ 5; y), ir atvirkščiai. 
: ¿w 1 
Vadinasi, jei kiekviena funkcijos y => grafiko taška pa- 


А 1 : " 1 
stumsime per 5 vienetus j de&ine, gausime funkcijos y = 2 (х- 5)? 


grafika. Kitaip sakant, kiekviena antro grafiko taška galima 
gauti iš pirmo grafiko atitinkamo taško lygiagrečiuoju postümiu 
per 5 vienetus į dešinę x ašies kryptimi. 


1 
Funkcijos y = 2 (x — 5)? grafikas — parabolė, gauta pastūmus 


1 : : А 
funkcijos у n id grafika j desine per 5 vienetus. 


Aro р E -—— 
21111111! 
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Apskritai funkcijos y = a(x — m)? grafikas уга parabole, gauta 
iš fankcijos y = ax? grafiko lygiagreciuoju postümiu x ašies kryp- 
timi per т vienetų į dešinę, jei m > 0, arba per -т vienetų 
1 kaire, jei m < 0. 

Remdamiesi i$vadomis, dabar galime suvokti, kas yra funk- 
cijos y = а(х — т)? + n grafikas. Kaip pavyzdį išnagrinėkime 


1 
funkcija y ез (x — 3)? + 2. Jos grafiką galima gauti iš funkcijos 


1 1 : ЭР 
у= 2% grafiko dviem parabolës у = 2 x? lygiagrečiais postūmiais: 


į dešinę per 3 vienetus ir į viršų per 2 vienetus (25 pav.). 

Apskritai funkcijos y = а(х — т)? + n grafikas yra parabolė, 
kurią galima gauti iš funkcijos y = ах? grafiko dviem lygia- 
grečiaisiais postūmiais x ašies kryptimi per m vienetų į dešinę, 
jei m > 0, arba per —m vienetų į kairę, jei m < 0, ir y ašies 
kryptimi per n vienetų aukštyn, jei n > 0, arba per -n vienetų 
žemyn, jei n < 0. 

Pabrėžiame, kad lygiagrečiai pastumti grafiką galime bet 
kuria tvarka: pirmiausia x ašies kryptimi, po to y ašies kryptimi 
arba atvirkščiai. 

Šios išvados taikomos ir bet kurioms kitoms funkcijoms. 

Funkcijos y = f(x) + n grafikas gaunamas iš funkcijos у = f(x) grafiko ly- 
giagrečiuoju postūmiu y ašies kryptimi per n vienetų aukštyn, jei n > 0, arba per 
—n vienetų žemyn, jei n < 0. 

Funkcijos y = f(x — m) grafikas gaunamas iš funkcijos y = f(x) grafiko ly- 
giagrečiuoju postūmiu x ašies kryptimi į dešinę per m vienetų, jei m > 0, arba per 
-т vienetų, jei m < 0. 


Funkcijos y = Ax — m) + n grafikas gaunamas iš funkcijos y = f(x) grafiko dviem 
atitinkamais lygiagrečiaisiais postūmiais. 


87. Nubraižykite šių funkcijų scheminius grafikus (pažy- 
mėkite parabolės viršūnę ir parodykite jos šakų kryptį): 


1 1 1 
ыы д; = Cod š _ - 2 _ a. 
a) y = ç; y wa dod, у= 54 3; 
b y sci y =——x2 + 2; y =-Ža = 1; 
1 1 1 
= Cm z. = — 932. ŽŽ 2. 
O) у = ех, = = (а ЗУ: y s c + 3); 
d) y = —2x; y = —2(x — 4); y = —2(x + 2}. 
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88. Naudodami parabolës у = х? šablona, DOSES funk- 
cijos grafika: 


a) y = ж? — 4; c) y = (x — 5); 
b) y = =x? + 3; d) y = (x + 3P. 


89. Naudodami parabolės y = x? šabloną, nubraižykite funk- 
cijos grafiką: | 


a) y = x2 + 2; с) y = (x + 4); 
b) y = —2 — 1; d) y = —(x — 3). 


90. Kuriuose koordinatiniuose ketvirčiuose yra funkcijos gra- 
fikas: 


а) y = 10x? + 5; о у = -6x2 + 8; е) у = —(x - 8): 
by2-7?—-3; 4 у = (х – 4); f y = —3(x + 5)? 


91. Nubraišykite scheminj funkcijos grafika: 
a y= LG 2 + 1; c) y = —4(x — 3) + 5; 
b) y = 50+ 3-1; d) y = Ak + 2» — 2, 
92. Nubraizykite scheminį funkcijos grafiką: 
а) у = 16 — 2} -3, b y = -Że + 2} +3. 


93. Naudodami parabolės у = x? šabloną, nubraižykite funk- 
cijos grafiką: 
а) y = (x — 2)? + 3; b) y = —(x — 3? + 5. 


94. Naudodami parabolės y = x? šabloną, nubraižykite funk- 
cijos grafiką: 


a) у = (x + 3)? – 4; b) y 2 —(x 4 4 — 
95. 26 paveiksle pateikti šiu funkciju grafikai: 


a) y --iG +45 oysa +4 


byeiG-4'-h — ду=-то?-2. 


Parašykite kiekvieno grafiko formulę. 

96. Raskite funkcijos nulius (jei jų yra): 

а)у-192-3; b) y = 6x? + 4; с) y = —x2 — 4. 

97. Su kuriomis a reikšmėmis funkcija y = ax? + 5 turi nulių? 
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Kartojimo pratimai 


98. Išspręskite lygtį: 
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7. KVADRATINES FUNKCIJOS GRAFIKO BRAIZYMAS 


Išnagrinėsime kvadratinę funkciją y = ax? + bx + c. 


Iš kvadratinio trinario ax? + bx + c išskirkime dvinario kvadratą: 


b 
+—x+ 


a 


a d 


ax? + bx 4c 


| 2 b? — 4ac 
у=а|х+—|- Р 
2а 4а 


5 йа: 


І 
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b 


EL 


Gavome formulę у = а(х — т)? + n, kurios т = 


b? — 4ac 
hiss ema 
4a 

Vadinasi, funkcijos y = ax? + bx + c grafikas уга parabole, 
gaunama iš funkcijos y = ax? grafiko dviem lygiagrečiaisiais 
postūmiais — x ašies atžvilgiu ir y ašies atžvilgiu. Vadinasi, 
funkcijos y = ах? + bx + с grafikas yra parabolė, viršūnė — 

2 
taškas (m; n), kurio m = E „nz В 2 эс . Paraboles simet- 
a a 

rijos ašis yra tiesė x = m, lygiagreti y ašiai. Kai a > 0, parabolės 
šakos nukreiptos aukštyn, kai a < 0, — žemyn. 

Norint nubraižyti kvadratinės funkcijos grafiką, reikia: 


1) rasti parabolės viršūnės koordinates ir pažymėti jas koor- 
dinačių plokštumoje; 
2) pažymėti dar kelis parabolės taškus; 
3) pažymėtus taškus sujungti glodžia kreive. 
Viršūnės abscisę m patogu rasti pagal formulę m = = 
a 
o ordinate n — abscisės reikšmę įrašius į formulę y = ax? + bx + 


+ с, nes su x = m 

у= ах? + bx + c = а(х — т)? + n = n. 

Pateikiame pavyzdžių, kaip braižyti kvadratinės funkcijos 
grafiką. 

1 pavyzdys. Nubraižykime funkcijos y = 0,5x? + 3x + 
+ 0,5 grafiką. 

Funkcijos y = 0,5x? + 3x + 0,5 grafikas yra parabolė, kurios 
šakos nukreiptos aukštyn. Raskime jos viršūnės koordinates m 
ir n: 


-3; n = 0,5 · (3? + 3 : (—3) + 0,5 2-4. 


Vadinasi, parabolės viršūnė yra taškas (—3; —4). 


Sudarykime funkcijos reikšmių lentelę: 


ши 
TT TTTS 


NI 
~ 


LA 
LLLLLLLL] 


usss 
— 


LIN | | | | || 
LNOT] 
ONY TI 
TT 


Pažymėkime taškus, kurių koordinatės nurodytos lentelėje, 
ir sujunkime juos glodžia kreive. Gausime у = 0,5x2 + 3x + 0,5 
grafiką (27 pav.). ' 

Sudarant lentelę ir braižant grafiką, buvo atsižvelgta į tai, 
kad tiesė x = -3 yra parabolės simetrijos ašis. Todėl pasirinkome 
taškus, kurių abscisės —4 ir —2, —5 ir —1, —6 ir 0 ir kurie si- 
metriški tiesės x = —3 atžvilgiu (tų taškų vienodos ordinatės). 

2 pavyzdys. Nubraižykime funkcijos y = —2x? + 12x — 19 
grafiką. 

Šios funkcijos grafikas yra parabolė, kurios šakos nukreiptos 
žemyn. Raskime jos viršūnės koordinates: 


TP NN T h =—2 - 3 + 12 - 3 – 19 =-1. 
2a 2.(—2) 
Apskaiciuokime dar kelių taškų koordinates ir jas surašy- 
kime lentelėje: 


GlodZia kreive sujunge taškus, kuriu koordinatés nurodytos 
lentelėje, gausime funkcijos y = -2x2 + 12x — 19 grafiką (28 pav.). 
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28 pav. 29 pav. 


3 pavyzdys. Nubraižykime funkcijos y = "i +х+1 
grafika. 

Funkcijos y = lg +х+1 grafikas yra parabole, kurios šakos 
nukreiptos aukštyn. Raskime jos viršūnės koordinates: 

m=-—=-—=-2; n=ž-C2 -2+1=0. 


4 
Apskaičiuokime dar kelių taškų koordinates ir jas surašy- 
kime lentelėje: 


1 : à 
Funkcijos y =+ +x+1 grafikas pavaizduotas 29 paveiksle. 


e 101. Kvadratinė funkcija išreikšta formule: a) y = x? — 4x + 7; 
b) y = —2x2 — 5x — 2. Raskite parabolės viršūnės koordinates. 
Koordinačių plokštumoje pažymėję parabolės viršūnę ir jos si- 
metrijos ašį, nubraižykite scheminį grafiką. 
e 102. Nubraižykite funkcijos y = —х? + 2x + 8 grafiką. Rem- 
damiesi juo, raskite: 

a) funkcijos reikšmę, kai x = 2,5; —0,5; —3; 
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b) argumento reikšmes, su ku- 
riomis y = 6; 0; —2; 

c) funkcijos nulius, intervalus, 
kuriuose y > 0, y < 0; 

d) funkcijos didėjimo ir mažė- 
jimo intervalus, funkcijos reikš- 
mių sritį. 


sis. ИРДЕ e 103. Nubraišykite funkcijos 
EE LINT] y = 2x? + 8x + 2 grafika. Remda- 
Г | miesi juo, raskite: 
30 pav. a) y reikéme, kai x = -2,3; 
—0,5; 1,2; 
b) x reikšmes, su kuriomis y = -4; -1; 1,7; 


c) funkcijos nulius, intervalus, kuriuose y > 0, y < 0; 

d) funkcijos didėjimo ir mažėjimo intervalus, mažiausią 
funkcijos reikšmę. 
e 104. Nubraižykite funkcijos grafiką ir remdamiesi juo išvar- 
dykite funkcijos savybes: 


a) у= 13° -40+4; b) ys-ir ex-li с) y = х2 + Зх. 
ө 105. Nubraišykite funkcijos grafika: 

a) y = 5; b) y = x? — 4x; с) y = =x? + 6x — 9. 
e 106. Nubraižykite funkcijos grafika: 

а) y = 0,5х°—2; b)y= x? — 4х + 4; c) y = —х? + Ax. 

107. Nubraižykite šios funkcijos grafiką: 

а) y = (x — 2)(х + 4); b) y =—х(х + 5). 


i 1 
108. Kurios iš funkcijų y = x? + 6x, y = z x? – Зх, y = —x2 — 6 


grafikas pavaizduotas 30 paveiksle? 


Kartojimo pratimai 


(1— За)? 
За? --5a-2. 
110. Nubraižykite scheminj funkcijos grafiką ir nurodykite 
jos reikšmių sritį: 
a) y = x2 + 3; b) y = (x + 1)?; 9 y = —x2 + 2. 


109. Suprastinkite trupmena 
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111. Išspreskite lygti: 

a) (x — 1)? + (x + 1)? = (х + 2P — 2x + 2; 

b) (2x — 3)(2х + 3) — 1 = 5x + (x — 2Y. 

112. Jeigu i$ kiekvieno hektaro bus prikulta 35 cnt Javu, tai 
iki numatyto kiekio trüks 20 t, o jei 42 cnt, numatytas kiekis 
bus viršytas 50 t. Koks sklypo plotas? 

113. Jei į krovininį automobilį būtų kraunama po 3,5 t, tai 
liktų 4 t krovinio, o jei po 4,5 t, tai pritrūktų 4 t visiems kro- 
vininiams automobiliams pakrauti. Kiek buvo krovininių auto- 
mobilių? 


Kontroliniai klausimai 


1. Suformuluokite kvadratinės funkcijos apibrėžimą. 

2. Išvardykite kvadratinės funkcijos y = ax? savybes, kai: 

a) a > 0; b)a <0. 

3. Kaip iš funkcijos y = ax? grafiko gaunamas funkcijos 
y = ax? + n grafikas; funkcijos y = a(x — т)? grafikas? 

4. Kaip iš funkcijos y = ax? grafiko gaunamas funkcijos 
y = a(x — m} + n grafikas? 

5. Kas yra kvadratinės funkcijos y = ax? + bx + c grafikas? 
Remdamiesi funkcijos y = 2x? — 12x + 16 grafiku, paaiškinkite, 
kaip braižomas kvadratinės funkcijos grafikas. 


4. NELYGYBĖS SU VIENU KINTAMUOJU | 


8. ANTROJO LAIPSNIO NELYGYBIŲ 
SU VIENU KINTAMUOJU SPRENDIMAS 


Nelygybės ax? + bx + c > 0 ir ax? + bx + с < 0, kurių x — 
kintamasis, o a, b ir c — skaičiai, be to, а + 0, vadinamos antrojo 
laipsnio nelygybėmis su vienu kintamuoju. 

Sprendžiant antrojo laipsnio nelygybes, užtenka rasti inter- 
valus, kuriuose atitinkama kvadratinė funkcija įgyja teigiamas 
arba neigiamas reikšmes. 

1 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 5x? + 9x — 2 < 0. 

Išnagrinėkime funkciją y = 5x2 + 9x — 2. Jos grafikas yra 
parabolė, kurios šakos nukreiptos aukštyn. 
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31 pav. 32 pav. 
Kokia jos padėtis x ašies atžvilgiu? Tuo tikslu išspreskime 
lygtį 5x? + 9x — 2 = 0. 
Gauname: 
1 


x, =-2, X, ==. 


5 
Vadinasi, parabolė kerta x ašį dviejuose taškuose, kurių abs- 


: . 1 
cisės lygios —2 ir 5: 


Schemiškai pavaizduojame ta parabole koordinačių plokš- 
tumoje (31 pav.). Matome, kad funkcija igyja neigiamas reikš- 


mes, kai хє Z 1) Vadinasi, nelygybės 5x? + 9x — 2 < 0 spren- 


diniu aibė — intervalas | -2; E 


Pabrėžiame, kad spręsdami nelygybę neieškojome parabolės 
viršūnės. Mums rūpėjo, kur nukreiptos parabolės šakos (aukš- 
tyn ar žemyn) ir kokios abscisės tų taškų, kuriuose parabolė 
kerta x ašį. | 

2 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 3x? — 11x — 4 > 0. 

Funkcijos grafikas yra parabolė, kurios šakos nukreiptos 
aukštyn. 

Norėdami išsiaiškinti, ar parabolė kerta x ašį ir kuriuose 
taškuose, išspręskime lygtį 3x? — 11x — 4 = 0. Rasime: 

d 

E m x, = 4. 

Schemiškai pavaizduojame ta parabole koordinačių plokš- 
tumoje (32 pav.). Matome, kad sprendžiama nelygybė teisinga, 
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33 рау. 34 pav. 


1 
kai x priklauso intervalui ы -3| arba intervalui (4; +оо), t. y. 


1 
nelygybës sprendiniu aibë уга intervalu [=-3) ir (4; + о) 


sajunga. 
1 
Atsakymą galime užrašyti taip: 1-1) U (4; + о). 
3 pavyzdys. Išspręskime nelygybę -үх°+®х-4<0. 


Išnagrinëkime funkcija у= -i» +2x-4. Jos grafikas уга pa- 


rabolé, kurios $akos nukreiptos Zemyn. 
Išsiaiškinkime, kokia grafiko padėtis x ašies atžvilgiu. Dėl 


to išspręskime lygtį -ix 424-4-0, Gauname: x = 4. Lygtis 


turi vienintelę šaknį. Vadinasi, parabolė liečia x ašį. 

Schemiškai pavaizdavę tą parabolę (33 pav.), sužinome, kad 
funkcija įgyja neigiamas reikšmes su kiekvienu x, nelygiu 4. 

Atsakymą galima rašyti taip: x — bet kuris skaičius, ne- 
lygus 4. 

4 Au alias der Išspręskime nelygybę x? – Зх + 4 > 0. 

Funkcijos y = x? — 3x + 4 grafikas уга paie, kurios šakos 
nukreiptos aukštyn. 

Norėdami išsiaiškinti parabolės padėtį x ašies atžvilgiu, iš- 
spręskime lygtį x? — 3x + 4 = 0. Randame: D = -7 < 0, t. y. ši 
lygtis neturi šaknų. Vadinasi, parabolė ir х- ašis neturi bendrų 
taškų. 
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Schemiškai pavaizdave parabole koordinačių plokštumoje 
(34 pav.), matome, kad funkcija igyJa teiglamas reikšmes su 
visomis x reikšmėmis. | 

Atsakymas: x — bet kuris skaičius. 

Sprendžiant nelygybes ах? + bx + c > 0 ir ax? + bx + c <0, 
reikia: 

1) rasti kvadratinio trinario diskriminanta ir nustatyti, ar 
trinaris turi šaknu; 

2) jei turi, tai jas pažymėti taškais x ašyje іг per juos brėžti 
parabolę. Jos šakos nukreiptos aukštyn, kai a > 0, ir žemyn, kai 
а < 0; 

jei trinaris neturi $aknu, tai parabole schemiškai pavaiz- 
duoti viršutinėje pusplokštumėje, kai а > 0, arba apatinėje pus- 
plokštumėje, kai а < 0; 

3) x ašyje rasti intervalus, kuriuose parabolės taškai yra virš 
x ašies (kai sprendžiama nelygybė ах? + bx + с > 0) arba ро 
х ašimi (kai sprendžiama nelygybė ах? + bx + с < 0). 


e 114. Išspręskite nelygybę: 


a) х? + 2x — 48 < 0; e) 4x? — 12x + 9 > 0; 
b) 2x2 — 7x + 6 > 0; f) 25x2 + 30x + 9 < 0; 
с) —x? + 2x + 15 < 0; g) -10x? + 9х > 0; 
d) —5x2 + 11x — 6 > 0; h) —2x2 + 7x < 0. 


e 115. Raskite nelygybės sprendinių aibę: 
а) 2x? + 3x — 5 20; ЬЫ) -6x7+ 6x + 36 > 0; с) 12+5 < 0. 
e 116. Išspręskite nelygybę: 


a) 2x2 + 13x — 7 > 0; d) —2x2 — 5x + 18 < 0; 
b) —9x2 + 12x — 4 < 0; e) 3x? — 2x > 0; 


с) 6x2 — 13x + 5 < 0; f) 8 — x2 < 0. 
e 117. Su kuriomis x reikšmėmis: . 
a) trinaris 2х2+ 5x + 3 įgyja teigiamas reikšmes; 


1 1 
b) trinaris —x° =" įgyja neigiamas reikšmes? 
e 118. Išspręskite nelygybę: 
a) x2 < 16; c) 0,2х2 > 1,8; e) 3x? < —2x; 
b) x? > 3; d) —5x2 < x; f) 7х < x2. 
119. Išspreskite nelygybe: 
а) 0,01x* < 1; с) 4x < —x2; e) 5x? » 2x; 
b) ЭС 4) EET f) -0,3x < 0,6x?. 
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120. Raskite nelygybës sprendinius: 
a) 3x? + 40x + 10 < — + 1lx + 3; 
b) 9x? — x + 9 > Зх? + 18x — 6; 

с) 2x? + 8x — 111 < (3x – 5)(2x + 6); 
d) (5х + 1Y3x — 1) > (4x - 1)(х + 2). 
121. Išspręskite nelygybę: 

a) 2x(3x — 1) > 4x? + 5x + 9; 

b) (5x + 7Xx — 2) < 21x? — 11x — 13. 


122. Raskite funkcijos apibrėžimo sritį: 


а) у-412х-3х2, b) S" — 

42x? -12x+18 

123. Įrodykite, kad su kiekviena kintamojo reikšme teisingos 
šios nelygybės: 

1 

a) 7x2 — 10x + 7 > 0; с) 25 -8х%6420; 

b) —6y2 + 11y - 10« 0; d) —9y2 + Gy -1 < 0. 

124. Įrodykite, kad su kiekviena kintamojo reikšme teisingos 
šios nelygybės: 

a) Ах? + 12x + 9 > 0; b) —5х?° + 8x — 5 < 0. 

125. Įrodykite, kad: 

a) x? + 7х + 1» —? + 10x — 1, kai x — bet koks; 

b) -2.7 + 10x < 18 — 2x, kai x + 3. 

126. Viena stačiakampio kraštinė 7 cm ilgesnė už kitą. Kokio 
ilgio gali būti pirmoji kraštinė, jeigu stačiakampio plotas ma- 
žesnis kaip 60 cm?? 

127. Stačiakampio ilgis 5 cm didesnis už plotį. Koks turi 
būti jo plotis, kad stačiakampio plotas būtų didesnis negu 
36 cm?? 


Kartojimo pratimai 


0,5x - 2 


128. Funkcija išreikšta formule у= . Nebraižydami 


raskite grafiko ir x ašies, grafiko ir y ašies susikirtimo taškų 
koordinates. Ar ši funkcija yra didėjanti, ar mažėjanti? 
129. Išspręskite nelygybių sistemą: 
xd ^r. c) 2. 
x + 3,5 > 0; 1 — 3x «-2; 
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b) [5x — 9 < 0, d) Баға 


2x + 7 € 0; 1- 4x > 8. 

130. Daugianarį išskaidykite dauginamaisiais: 

a) y! — yš + 0,25y2; c) х?у? + 2x2 — 8y2 — 16; 
y 2 ES : 2р2 3 2 

b) x p" tig% d) 6a2b2 + ЗЬ? — 8a? — 4b. 


9. NELYGYBIŲ SPRENDIMAS INTERVALŲ METODU 


Išnagrinėkime funkciją 

fx) = (x + 2)(x — 3)(x — 5). 

Šios funkcijos apibrėžimo sritis — visa skaičių aibė. Funk- 
cijos nuliai yra skaičiai -2, 3, 5. Funkcijos apibrėžimo sritį jie 
suskaido į intervalus (—=; -2), (-2; 8), (3; 5) ir (5; +) 
(35 a pav.). 

Reiškinys (x + 2)(x — 3)(x — 5) yra trijų dauginamųjų sandauga. 
Lentelė rodo kiekvieno jų ženklą nagrinėjamame intervale: 


Matome, kad: 


jei x € (->; -2), tai f(x) < 0; 
jei x e C2; 3), tai Ax) > 0; 
jei x e (3; 5), tai f(x) < 0; 
jei x е (5; +оо), tai f(x) > 0.. 

Kiekviename iš intervalų (—œ; —2), (-2; 3), (3; 5), (5; +) 
funkcijos ženklas yra pastovus, o pereinant per taškus -2, 3 ir 
5 jis keičiasi (35 b pav.). 

Sakykime, kad funkcija išreikšta formule 

Kx) = (x — X )(x — x,) ... (z - x), 


kurios x — kintamasis, x, x, .., x, — vienas kitam nelygüs 
skaičiai. Skaičiai x,, x,, .., x, yra funkcijos nuliai. Jie funkcijos 
apibrėžimo sritį suskaido į intervalus. Kiekviename jų funkcijos 
ženklas pastovus, jis keičiasi pereinant per nulį. 
Si savybė taikoma sprendžiant tokias nelygybes: 
(x — x Ma — х.„)...(х — x,) > 0, (1) 
(x — xx — x)...(x — x.) < 0, 
йа x, x, .., x, — Vienas kitam nelygūs skaičiai. 


1 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 

(x + 6)(х + 1)(x — 4) < 0. 

Ji tokia pat, kaip ir (1) nelygybės. Juk kairiojoje pusėje pa- 
rašyta sandauga (x — х,)(х — x,)(x — х,), kurios x, = —6, x, = -1 
ir x, = 4. Sprendžiant ją, patogu taikyti pakaitomis besikei- 
čiančių funkcijos ženklų savybę. 

Koordinačių tiesėje pažymėkime funkcijos 

f(x) = (x + 6)(x + 1)(x — 4) 
nulius (36 a pav.). Raskime funkcijos ženklą kiekviename šių 
intervalų: (—; —6), (-6; —1), (-1; 4) ir (4; +œ). Pakanka nustatyti 
funkcijos ženklą viename iš tų intervalų, o kituose juos keisime 
pakaitomis. Patogu pradėti nuo kraštinio dešiniojo intervalo 
(4; +), nes jame funkcija f(x) = (x + 6)(х + 1)(x — 4) tikrai уга 
teigiama. Iš tikrųjų: su visomis x reikšmėmis, esančiomis į de- 
šinę nuo visų funkcijos nulių, kiekvienas iš dauginamųjų x + 6, 
x + lir x — 4 yra teigiamas. Po to koordinačių tiese eidami iš 
dešinės į kairę, pakaitomis keičiame ženklus kituose interva- 
luose (36 b pav.). 

Iš paveikslo matome, kad nelygybės sprendinių aibė yra in- 
tervalų (—; —6) іг (-1, 4) sąjunga. 

Atsakymas: (—s; -6)U(-1; 4). 
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-% 0 0,5 -4 0 05 
37 pav. 


Nelygybę sprendėme vadinamuoju intervūlų metodu. 

Išnagrinėkime kelis nelygybių, kurios pakeičiamos (1) tipo 
nelygybėmis, sprendimo pavyzdžius. 

2 pavyzdys. Išspręskime nelygybę x(0,5 - х)(х + 4) < 0. 

Ją pakeiskime (1) tipo nelygybe: iškelkime už skliaustų dvi- 
nario 0,5 — x dauginamąjį -1. Gauname: 

-х(х — 0,5)(x + 4) < 0; 

iš čia 

x(x — 0,5)(х + 4) > 0. 

Gavome (1) tipo nelygybę, ekvivalenčią pradinei. 

Koordinačių tiesėje pažymėkime funkcijos f(x) = x(x — 0,5)x 
x(x + 4) nulius (37 a pav.). Kraštiniame iš dešinės intervale 
funkcija įgyja teigiamas reikšmes. Slinkdami koordinačių tiese 
į kairę, pažymime funkcijos ženklą kiekviename intervale (37 b 
pav.). Vadinasi, nelygybės sprendinių aibė yra intervalų (-4; 0) 
іг (0,5; +) sąjunga. | 

Atsakymas: (-4; 0)U(0,5; +). 

3 pavyzdys. Išspręskime nelygybę (5x + 1)(5 — x) 2 0. 

Iškelkime už skliaustų pirmo dvinario dauginamąjį 5, o ant- 
rojo —1: 


481) (х-5)20. 
Abi nelygybės puses padalijame iš —5: 
1 
--1(х-5)50. 
ё 2) 
. . . .. . .. 1 
Koordinačių tiesėje pažymime funkcijos f(x) = | * + 5 (x — 5), 
: ” L м { 
nulius, t. y. taškus -- ir 5, ir 
n pu АШЫ, G parašome funkcijos ženklus 
sudarytuose intervaluose 
5 (38 pav.). Matome, kad nely- 
38 pav. gybës sprendinių aibę sudaro 


l. : . CITTA : 
skaiciai “5 ir 5 ir tarp ju esantys skaičiai, kitaip sakant, inter- 


1 
91 
valas | Б | 
1 
Atsakymas: "wu 
Sia nelygybe galima spresti ir kitaip: remiantis kvadratinés 
funkcijos savybėmis. 


4 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 1-5 со, 


: 7 2 
Kadangi trupmenos EX 


Zenklas sutampa su sandaugos 


(7 — x)x + 2) Zenklu, tai sprendZiama pradinei nelygybei ekvi- 
valenti nelygybė 

(7 — х)(х + 2)« 0. 

Nelygybe (7 — х)(х + 2) < O pakeitę jai ekvivalenčia (1) ne- 
lygybe ir pritaike intervalu metoda, randame jos, taigi ir nely- 


gybės 42% «0, sprendinių aibę, kuri уга intervalų (-о; —2) іг 
x 


(7; +) sąjunga.. 
Atsakymas: (œ; -2)U(7; +оо). 


e 131. Išspręskite nelygybę intervalų metodu: 
а) (x + 8)(x — 5) > 0; с) (x — 3,5)(х + 85) > 0; 


1 
b) (x — 14)x + 10) < 0; а (+ йн 
ө 132. Išspreskite nelygybe: 


a) (x + 25)(x — 30) < 0; c) БЕЗ БІЗІ 
Ы) (x + 6)(x — 6) > 0; d) (x + 0,1)(x + 6,3) > 0. 


133. Išspreskite nelygybe: 

a) (x — 2)(x — 5)(x — 12) > 0; 
b) (x + 7)(x + 1)(x — 4) < 0; 
с) x(x + 1)(х + 5)(x — 8) > 0. 


134. Su kuriomis x reikšmėmis: 
a) sandauga (x + 48)(x — 37) x — 42) teigiama; 
b) sandauga (x + 0,7)(x — 2,8)(х — 9,2) neigiama? 
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135. Išspreskite nelygybe: 

a) (x + 9)(x — 2)(x — 15) < 0; 

b) x(x — 5)(x + 6) > 0; 

c) (x — 1)(x — 4)(x — 8)(x — 16) < 0. 


136. Raskite nelygybës sprendiniu aibe: 


a) 5(x — 13)(x + 24) < 0; с) (x + 12)(3 — x) > 0; 

b) "E а) (6 + x) (3x — 1) < 0. 
137. Išspręskite nelygybę: 

a) 2(x - 18)(x - 19) > 0; c) (7х + 21)(х 8,5) < 0; 


b) -4(x + 0,9 x — 3,2) < 0;  d)(8- x)(x — 0,3) > 0. 
138. Raskite funkcijos apibreZimo sritj: 

a)y= | (5-3) (x48) 

b)y= | (x12) (x-1) (x - 9). 


139. Su kuriomis x reikšmėmis reiškinys turi prasmę: 


а) J (2x+5)(x-17); b) Jx(x 4 9) (2x - 8)? 
140. Išspręskite nelygybę: 
x-5 2x 
0: . 
a) 248” ' ) ET ышы 
14-х 5х-1,5 
b) — 0; d ——P>(0. 
! $488 7 = 
141. Išspręskite nelygybę: 
x-21 6x+1 
«0, s 
a) 20 с) 312 >0; 
b) Ads I >0; d) zi «0. 
x-7,2 4x-12 


Kartojimo pratimai 
142. Nubraižykite funkcijos y = x2 — 0,5x + 1,5 grafiką, išvar- 
dykite jos savybes. 


143. Kuriuose koordinatiniuose ketvirčiuose yra funkcijos 
grafikas: 
а) y = 3x? + 4; b) у = -5x2 — 1; c) y = 2x2 — 4? 
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Kontroliniai klausimai 


1. Nelygybiu 3x? + 5x — 2 < 0 ir x? + 2x + 6 > 0 pavyzdžiu 
paaiškinkite, kaip galima spresti antrojo laipsnio nelygybes re- 
miantis kvadratinės funkcijos savybėmis. 

2. Nelygybės (x - 5)(x + 7)(x + 9) < 0 pavyzdžiu paaiškinkite, 
kaip nelygybės sprendžiamos intervalų metodu. 


PAPILDOMI I SKYRIAUS PRATIMAI 


1 paragrafas 


144. Raskite funkcijos apibrėžimo sritį: 


a) € : ; b у-/х-Чх-4; ©) у= | 
бх 6-х 141 

x 

145. Stačiakampio ABCD (39 pav.) ilgis lygus 10 cm, plotis 
7 cm. Atkarpa MN lygiagreti su atkarpa AD. Atkarpa MN 1у- 
giagrečiai pastumiama nuo atkarpos AD atkarpos BC link. Su- 
brūkšniuotos dalies plotas y (kvadratiniais centimetrais) yra 
atstumo x (centimetrais) nuo taško D iki taško N funkcija. Funk- 
ciją y = f(x) išreikškite formule. Raskite funkcijos apibrėžimo 
sritį ir funkcijos reikšmių sritį. 

146. Lygiašonio trikampio ABC pagrindas AC lygus 6 cm, 
о šoninė kraštinė — 5 cm. Lygiagrečios pagrindui atkarpos galai 
yra šoninėse kraštinėse. Jos ilgis y cm, o atstumas nuo viršūnės 
lygus x cm. Kintamąjį y apibrėžkite kaip kintamojo x funkciją. 
Raskite funkcijos apibrėžimo sritį ir funkcijos reikšmių sritį. 

x-2 


147. Duota funkcija fup 2 


Raskite: f(-10); Д—8); f(-5); 110); A6). 
148. Duota funkcija: 
a) f(x) = 5x - 2; b) Ax) = x2; 

с) f(x) = x? + 1. M 
Su kuriomis argumento reikšmė- 
mis funkcijos y = f(x) reikšmė ly- А 
gi 107 39 pav. 


149. Funkcija išreikšta formule у= Ar jos grafikas 


х® +l 
kerta x ašį? y ašį? Kuriuose koordinatiniuose ketvirčiuose уга 
šios funkcijos grafikas? 

150*. Iš prieplaukos A į prieplauką B pasroviui išplaukė 
motorinė valtis. Dvi valandas ji stovėjo prieplaukoje B, po to 
grįžo į prieplauką A. Atstumas tarp prieplaukų lygus 60 km. 
Motorinės valties greitis stovinčiame vandenyje lygus 16 km/h, 
upės tėkmės greitis 4 km/h. Atstumas / (kilometrais) nuo mo- 
torinės valties iki prieplaukos A priklauso nuo laiko t (valan- 
domis). Jis skaičiuojamas nuo to momento, kai valtis išplaukė 
iš prieplaukos A, iki jos sugrįžimo į prieplauką A. Formule api- 
brėžkite kintamąjį / kaip kintamojo t funkciją, nubraižę brėžinį, 
išvardykite jos savybes ir paaiškinkite fizikinę jų prasmę. 

151. Funkcijos apibrėžimo sritis yra intervalas 1-8, 4], 
o reikšmių sritis — intervalas [0; 6]. Nubraižykite šios funkcijos 
grafiką. 

152. Raskite funkcijos nulius (jeigu jų yra): 

2x+11 6 3x? - 12 

a) y7710 ° b) l= 2-052 c) y= 4 ы 

153. Kokia — didėjanti ar mažėjanti — yra šia formule iš- 
reikšta tiesinė funkcija: 

8) у = 0,012; у= 2+3, дуе 165 8 5у=18-00 

Pateikite nei didėjančios, nei mažėjančios tiesinės funkcijos 
pavyzdį. 

154*. Duotos funkcijos: y = x2, y = x? + 5, y = 2x +5, y = xš, 
у =—2, y = –х? — 4, у= ү х, у= {х +1, y = х* + x? + 6. Kurios 
jų visoje apibrėžimo srityje turi pastovų ženklą? 

155*. Kurios iš funkcijų y= х-1; у= ү х+1; у= 1-х 
grafikas pateiktas 40 paveiksle? 

156*. Kuris i$ 41 paveikslo gra- 
fikų yra funkcijos y -|x - 2| grafikas? 

157*.  Nubraižykites funkcijos 


> 9 grafiką ir išvardykite jos 
XI 


savybes. 
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y y 


б) c) 


41 pav. 
2 paragrafas 


158. Ar skaičius 10-2,/5 yra trinario x? — 20x + 80 šaknis? 
159. Raskite kvadratinio trinario šaknis: 


3 
a) TEE с)—х* +4x- 275 
b) d EA d) 0,4x? — x + 0,2. 
2 3 4 


160. Parašykite kokį nors kvadratinį trinar], kurio šaknys 
yra skaičiai: 

a) —7 ir 2; b 3-42 ir з+./2. 

161*. Su kuria p reikšme reiškinys 2px2 — 2x — 2p — 3 yra 
kvadratinis trinaris, kurio viena šaknis — skaičius 0? Raskite 
antrą šaknį. 


162. Įrodykite, kad kvadratinis trinaris turi šaknis, apskai- 
čiuokite jų sumą ir sandaugą: 


a) 2x? — 10x + 3; c) 0,5x? + 6x + 1; 
b) 1 E "L wu. 
3 2 3 2 
163. Iš kvadratinio trinario išskirkite dvinario kvadratą: 
a) 2x? — 3x + 7; c) 5x? — 3x; 
b) —3x2 + 4х — 1; d) —4x2 + 8х. 


164. Įrodykite, kad kvadratinis trinaris: 

a) —? + 20x — 103 neįgyja teigiamų reikšmių; 

b) x? — 16x + 65 neįgyja neigiamų reikšmių. 

165. Raskite didžiausią arba mažiausią kvadratinio trinario 
reikšmę: 

a) 3x? — Ах + Б; b) —3x2 + 12x. 
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166*. Teigiamuju skaiciu a ir b suma lygi 40. Su kuriomis a 
ir b reikšmėmis jų sandauga didžiausia? 
167. Išskaidykite dauginamaisiais kvadratinį trinarį: 


a) 0,8x2 — 19,8x — 5; с) х®+х/2-2; 
1 2 
b) 35-8-х%:х; d) х2-хү 6 +1. 
168. Suprastinkite trupmena: 
2m? – 8 2m? - 5m +2 
a) m . b) n т + 


m? * 6m 4 8' mn -2n-3m-46' 
169. Suprastinkite reiškinį: 


x+4 37x-12 . x-1 l-x 


a x-1 4х°—3х-1' b) х+2 x 43x42 
170. Atlikite veiksmus: 

) 28-35) x!-x-20 2x? —T „Al. 
а aedi 7-x | C 2 3r-4 x-4' 
b) x*+11x+30 x45. d) 2 + x-— х? 10x 


: ; + 1 
Зх —15 x-5 2-5x43x? 3x-2 


3 paragrafas 


171. Kokia turi būti a reikšmė, kad funkcijos y = ax? grafikas 
eitų per tašką: 

а) (5; -7; Ы) (-J 3; 9); с) E: -3) d) (100; 10)? 

172. Funkcija išreikšta formule y = —0,25x?, kurios x € [—6; 2]. 
Nubraižykite tos funkcijos grafiką. Kokia funkcijos didžiausia 
ir mažiausia reikšmė? 

173. Su kuriomis a reikšmėmis funkcijos y = ах? reikšmių 
sritis yra intervalas: 

а) (0; + =); b) (—; 01? 

174. Įrodykite, kad funkcijų y = ax? ir y = ax, kai a ғ 0, 
grafikai susikerta taške (1; a). Kuriame kitame taške susikerta 
šie grafikai? 

175. Parabolė y = 7x? buvo pastumta per 5 vienetus aukštyn 
ir per 8 vienetus į kairę. Kokios funkcijos grafiką vaizduoja 
gauta parabolė? 
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1 
i 


176*. Kurias transformacijas reikia atlikti, kad: 

а) iš funkcijos y = x? grafiko būtų gauti funkcijų y = —?, y = 
= (x — 39, y = x? + 4 grafikai; 

b) iš funkcijos y= "D grafiko bütu gauti funkciju у= -4 х, 


у-ү/х-5, y=Jx-1 grafikai? 


177%, Vienoje koordinačių sistemoje nubraižykite šių funk- 
cijų grafikus: у= „y=|1-4|-3. 

178*. Su kuriomis c reikšmėmis funkcijos y = x? — 6x + c 
grafikas yra virš tiesės: 

a) y = 4; Ы) у = -1? 

179*. Su kuriomis b ir c reikšmėmis parabolės у = x? + bx +c 
viršūnė yra taškas (6; —12)? 


х], у=|х-4 


180. Su kuriomis а reikšmëmis parabolés у = ах? — 16x + 1 
simetrijos ašis yra tiesė x = 4? 

181. Kokios turi būti a ir с reikšmės, kad funkcija y = ax2 + c 
turėtų nulių? I 

182. Kokios turi büti a ir b reikšmës, kad funkcijos y = 
= ax2 + bx — 18 grafikas eitu per taškus M(1; 2) ir N(2; 10)? 

183. Nubraišykite funkcijos grafika ir išvardykite jJos sa- 
vybes: 


a) y = x2 + 2x — 15; d) y = 6х – 2x2; 

b) y = 0,5x2 — 3x + 4; e) y = (2x — 7)(х + 1); 
c) y = 4 — 0,5x?; f) y = (2 — х)(х + 6). 
184. Raskite funkcijos reikšmiu sritj: 

a) наг ©) у=-ух°+4х-55; 
b) y = 2x? + 1,2x + 2; d) y- 3x! -2x-45. 


185. Nuo Žemės mestas sviedinys po t sekundžių pasiekė A 
metrų aukštį. Kintamojo A priklausomybę nuo t išreiškia for- 
mulė A = 24t — 4,92, Kokį didžiausią aukštį pasiekė sviedinys? 
Kokį laiko tarpą jis kilo ir kokį — leidosi? Po kiek sekundžių 
nuo išmetimo sviedinys nukris ant žemės? 


186*. Išreikškite formule kvadratinę funkciją, kuri: 
a) intervale (—; -3] mažėja, o intervale [-3; +) didėja; 
b) intervale (—; 6] didėja, o intervale (6; +) mažėja. 
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y y 

1 1 

01 Х 0| 7 Х 
а) 0) 


42 рау. 


187%, Funkcija išreikšta formule y = x? + px +q. Yra žinoma, kad: 

a) funkcijos nuliai — skaičiai 3 ir 4; 

b) funkcijos grafikas kerta koordinačių ašis taškuose (0; 6) 
ir (2; 0); 

c) mažiausia funkcijos reikšmė lygi 24, kai x = 6. 

Raskite p ir g reikšmes. 

188*. Remdamiesi funkcijos y = ax? + bx + c (42 pav.) grafiku, 
nustatykite koeficientų a, b ir c ženklus. 


4 paragrafas 
189. Išspręskite nelygybę: 


a) x? — 5x — 50 < 0; d) 8p? + 2p > 21; 
b) —m? — 8m +9 20; e) 12x — 9 < Ах?; 
с) 3y? + 4y — 4 > 0; f) —9x2 < 1 — 6x. 


190. Įrodykite, kad su kiekviena x reikšme teisinga ši nelygybė: 
a) 2(x + 1)(x — 3) > (x + 5)(х — 7); 
b) ЯС + Б)(х — 7) < (x + 2)(x — 4). 

‚ 191. Raskite funkcijos apibrėžimo sritį: 


| -9 2 
a) rr ЖЕНИ b) sa EE 


, 


J| 144 - 9x? х+2 


192*. Raskite bendrus nelygybiu x? + 6x - 7 < 0 ir x? - 2x — 
— 15 € 0 sprendinius. 


193%, Išspręskite nelygybiu sistema: 


a) | e ias 

x > 0; 2x” — 18 > 0; 
b) ү мнщ d) (х-4>0, 

x < 0; [жаши 
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194*. Išspreskite nelygybiu sistema: 

a) leas бр is b) го 
-х2-2х-383»0, x? — 2x — 8 < 0. 

195. Išspreskite nelygybe: 

a) (x + 1,2)(6 — x)(x — 4) > 0; 


» (8-8) a 

с) (x + 0,6(1,6 + x)(1,2 – х) > 0; 

а) (1,7 – xX1,8 + xX1,9 — х) < 0. 

196. Su kuriomis x reikšmėmis sandauga 

(3x — 5)(х + 4)(2 — x): 

a) lygi nuliui; b) teigiama; c) neigiama? 

197. Išspręskite nelygybę: 

a) (18x — 36)(х — 7) > 0; c) (x + 0,84 — xx — 20) < 0; 
b) (x — 7,3)(9,8 – х) > 0; d) (10х + 3X17 — xXx — 5) > 0. 
198. Išspręskite nelygybę pirma išskaidę jos kairiąją pusę 


dauginamaisiais: 
а) (х? — 16Хх + 17) > 0; d) x? — 0,01x > 0; 
2 
b) шэг шан е) (x? – 9x? — 1) > 0; 
с) x3 — 25x < 0; f) (x? — 15x)(x2 — 36) < 0. 


199*. Išspreskite nelygybe: 
а) (x? + 17(x — 6)(х + 2 < 0; с) (x — 1)Хх - 24) < 0; 


b) (2x2 + 1) x (x — 4) > 0; d) (х + 7)(х — 4)%x — 21) > 0. 
200. Raskite funkcijos apibrėžimo sritį: 
4 7 


а) y =-=; b) y =-=. 
J Gx- D (6x +1) J Q1x 2) (x — 4) 
201*. Ar ekvivalenčios nelygybės: 


a) 50 (x-3)(x+1)20; 
x+1 


b 21550 ir (@к+БУ(к—8)<0? 


202*. Išspreskite nelygybe: 


x-8 x+1 2x-4 

0; 20; «0, 
Чока” par mem e) 3,43 
х 16 6-х 5x-1 

0; «0: >0. 
Bu ier чийг 0 2413 
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II SKYRIUS 


LYGTYS 
“ТЕ LYGCIU SISTEMOS 


$ 5. LYGTYS SU VIENU KINTAMUOJU 
$ 6. LYGCIU SU DVIEM KINTAMAISIAIS SISTEMOS 


8 5. LYGTYS SU VIENU KINTAMUOJU | 


10. SVEIKOJI LYGTIS IR JOS SAKNYS 


Lygties | 
2(x2 + 1)(х – 1) = 6x — (х + 7) (1) 
ir lygties 
4 2 
x -1 x +1 ae (2) 
4 2 


kairioji ir dešinioji pusė yra sveikieji reiškiniai. Tokios lygtys 
vadinamos sveikosiomis lygtimis. 

Atskliauskime (1) lygties reiškinius, po to visus narius per- 
kelkime į kairiąją pusę ir sutraukime panašiuosius narius: 

2x? — 2х°+2х—-2=6х-х-—-17, 

2x3 — 2x? + 2x — 2 — 6x + x + 7 = 0, 

2x3 — 2x? — 3x + 5 = 0. 

Atitinkamai pertvarkykime ir (2) lygti, prieš tai abi jos puses 
padaugine 18 4: 

x*— 1 — 2(x2 + 1) = 12x?, 

xt — 1 — 2х?— 2 = 12x?, 

xt — 1 — 2x2— 2 — 12x? = 0, 

xt — 14x2 — 3 = 0. 
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Abiejuose išnagrinėtuose pavyzdžiuose lygtį pertvarkėme 
taip, kad gavome lygtį, ekvivalenčią pradinei. Taigi gavome lygtį 
P(x) = 0, kurios P(x) yra standartinis daugianaris. Apskritai 
kiekvieną sveikąją lygtį galima pakeisti jai ekvivalenčia lygtimi, 
kurios kairioji pusė yra standartinis daugianaris, o dešinioji — 
nulis. 

Jei lygties su vienu kintamuoju išraiška yra P(x) = 0 (P(x) — 
standartinis daugianaris), tai to daugianario laipsnis vadinamas 
lygtiés láipsniu. Pavyzdžiui, lygtis x? — 2x + 1 = O yra trečiojo 
laipsnio lygtis. 

Bet kurios sveikosios lygties laipsniu vadinamas jai ekvi- 


valenčios lygties P(x) = 0 (P(x) — standartinis daugianaris) 
laipsnis. Pavyzdžiui, pertvarkę lygtį 

(x? = 1)2 + х5 = x’ = 2, (3) 
gauname: 


x$— 2x? + 1 + x5—x5 + 2 = 0, 

х5 — 2x3 + 3 = 0. 
Gauta lygtis yra penktojo laipsnio. Vadinasi, jai ekvivalenčios 
(3) lygties laipsnis taip pat lygus penkiems. 

Pirmojo laipsnio lygtį galima pertvarkyti į lygtį ax + b = 0, 
kurios x — kintamasis, a ir b — skaičiai, be to, a = 0. Iš čia 


b b 
gauname ax = —Ь, Же» Skaicius -а Ута lygties šaknis. 


Kiekviena pirmojo laipsnio lygtis turi vieną šaknį. 

Antrojo laipsnio lygtį pertvarkome į lygtį ax? + bx + c = 0, 
kurios x — kintamasis, a, b ir c — skaičiai, be to, a z 0. Jos 
šaknų skaičius priklauso nuo diskriminanto D = b? — 4ac. Kai 
D > 0, lygtis turi dvi šaknis; kai D = 0, lygtis turi vieną šaknį; 
kai D < 0, lygtis neturi šaknų. Kiekviena antrojo laipsnio lygtis 
turi ne daugiau kaip dvi šaknis. Šios lygties, kai D > 0, šaknys 


-b+ JD 
2а 7 


Trečiojo laipsnio lygtį galima pertvarkyti į lygtį ax? + bx2 + 
+ ех + d = 0, ketvirtojo laipsnio — į lygtį ax* + bx? + cx? + dx + 
+е = 0; йа а, Б, сіг t. t. — skaičiai, be to, a z 0. Galima įrodyti, 
kad trečiojo laipsnio lygtis turi ne daugiau kaip tris šaknis, 


randamos pagal formulę х= 
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43 pav. 
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ketvirtojo laipsnio lygtis — ne daugiau kaip keturias šaknis. 
Apskritai n-tojo laipsnio lygtis turi ne daugiau kaip n šaknu. 

Trečiojo ir ketvirtojo laipsnio lygčių šaknims rasti yra 
formulės, tačiau jos labai sudėtingos. Penktojo ir aukštesnio 
laipsnio lygčių šaknims rasti bendrų formulių nėra. 

Retkarčiais pavyksta trečiojo arba aukštesnio laipsnio lygtį 
išspręsti kokiu nors specialiu būdu. Pavyzdžiui, kai kurias lygtis 
nesunku išspręsti daugianarį skaidant dauginamaisiais. 

1 pavyzdys. Išspręskime lygtį 

x—8x — x + 8 = 0. (4) 
Lygties kairiaja puse išskaidykime dauginamaisiais: 

xXx — 8) — (x — 8) = 0, 

(x — 8)(х? — 1) = 0, 

(x — 8)(x — 1Xx + 1) = 0. 

18 баа randame (4) lygties šaknis: 

x, = 8, x, = 1, x, = -1. 

Kai kurių sveikųjų lygčių šaknų apytiksles reikšmes nesun- 
ku rasti grafiniu būdu. 

2 pavyzdys. Išspręskime lygtį 

x+ x — 4 = 0. (5) 

Perty .rkykime pateiktaja lygtį. Gausime: x? = — + 4. 

Vienoje koordinačių sistemoje nubraižykime funkcijų y = x? 
ir y = — + 4 grafikus (43 pav.). Jie susikerta viename taške, 
kurio abscisė apytiksliai lygi 1,4. Vadinasi, (5) lygtis turi vie- 
nintelę šaknį: x = 1,4. 

Išsprendę lygtį grafiniu būdu, negauname labai tikslaus re- 
zultato. Jei reikia tikslesnių šaknų, grafiniu būdu gautos jų 
reikšmės tikslinamos skaičiuojant. 

Norint patikslinti sveiko- 
sios lygties šaknis, galima 
remtis žinomu teiginiu, kad 
funkcijos y = f(x) grafikas, kai 
fx) - tam tikras dau- 
gianaris, yra tolydi kreivė. Iš 
čia išplaukia: jei kurio nors 
intervalo Га; b] galuose funk- 44 pav. 
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cija igyja priešingu Zenklu reikšmes, tai tame intervale уга 1ур- 
ties f(x) = 0 šaknis (44 pav.). 

Patiksliname (5) lygties šaknies reikšmę. Iš 43 paveikslo 
matome, kad lygties šaknis priklauso intervalui [1; 2]. Tuo ga- 
lima įsitikinti apskaičiuojant funkcijos f(x) = xš + x — 4 reikšmę, 
kai x = lir x = 2. Gauname: f(1) = -2 < 0, о f(2) = 6 > 0. 

Koordinačių tiesės atkarpą, kurios galai 1 ir 2, padalykime 
į 10 lygių dalių: 

1,0; 1,1; 1,2; ...; 1,8; 1,9; 2,0. 

Su nurodytomis x reikšmėmis apskaičiuojame funkcijos 
reikšmes tol, kol gauname 0,1 ilgio atkarpą, kurios galuose 
funkcijos reikšmės yra priešingų ženklų. Šiuo atveju patogu 
skaičiuotuvu atlikti veiksmus pagal tokią programą: 


[x |[=][=][+]*[=]+[=| 


Apskaičiavę gausime: f(1,3) = —0,503 < 0, o (1,4) = 0,144 > 0. 
Vadinasi, lygties šaknis priklauso intervalui [1,3; 1,4]. Dešim- 
tainis artinys 0,1 tikslumu gali būti bet kuris šių skaičių: 1,3 
arba 1,4. 

Norėdami rasti dar tikslesnę šaknį, koordinačių tiesės at- 
karpą, kurios galai 1,3 ir 1,4, dar padalykime į 10 lygių dalių 
ir apskaičiuokime funkcijos reikšmę, kai x lygus: 


1,30; 1,31; 1,32; ...; 1,38; 1,39; 1,40. 


Gausime (1,37) = -0,058647 < 0, o f(1,38) = 0,008072 > 0. 
Vadinasi, lygties šaknis priklauso intervalui [1,37; 1,38]. Dešim- 


NILSAS ABELIS (1802—1829) — norvegų matema- 
tikas. Algebrinių funkcijų teorijos pradininkas, daug 
prisidėjęs prie matematinės analizės plėtotės. Pirma- 
sis įrodė, kad aukštesnio negu 4-ojo laipsnio algeb- 
rinės lygtys bendruoju atveju radikalais neišspren- 
džiamos. 


tainiu artiniu 0,01 tikslumu galima pasirinkti ir 1,37, ir 1,38. 
Panašiai randami (5) lygties dešimtainiai artiniai 0,001, 
0,0001 ir kitokiu tikslumu. 


203. Kurio laipsnio yra lygtis: 


a) 2x2— 6x? + 1 = 0; d) (x + 8)(x — 7) = 0; 
b) x° —4x3 — 3 = 0; e) Желе; 
2 4 
9 zs -0; f) 552 — 5x( + 4) = 177 


e 204. Išspręskite lygtį: 

a) (8x – 1X2x — 3) - (4х — 1? = 38; 
(15х-1)(1-15х) | 22. 

3 208. 

с) 0,5у3 - 0,5у(у + 1)(у — 3) = 7; 
„з 1422) 2а? -D 

шилж ин: 
e 205. Išspreskite lygti: 


b) 


d) x*- 


(12x - 11) (38x 4 8) В 


а) (6 — х)(х + 6) — (x — 11)х = 36; с) 9х?- 1; 


4 
p is 8-2. d) QD, 1X 
11 5 қ 12 24 i 


206. Irodykite, kad lygtis 5x9 + 6x* + x? + 4 = 0 neturi šaknu. 


207. Ar gali lygtis 12x? + 7x? + 11x — 3 = 121 turéti neigiamu 
šaknų? 


EVARISTAS GALUA (1811—1832) — prancūzų ma- 
tematikas. Pagrindė dabartinę algebrą, suformulavo 
nemažai jos pagrindinių sąvokų. Nustatė būtinas ir 
pakankamas sąlygas algebrinėms lygtims išspręsti ra- 
dikalais. 

5. 


208. Su kuriomis sveikosiomis a reikšmėmis lygties ax — 8 = 
= 0 šaknis yra sveikasis skaičius? 

209. Su kuriomis p reikšmėmis lygties 9x = p — 2 šaknis yra 
neigiamas skaičius? 

210. Su kuriomis b reikšmėmis lygtis turi dvi šaknis: 


а) 2x2 + 6x + b = 0; с) Зх? + bx + 3 = 0; 
b) 5x2 — 4x + 3b = 0; d) x2 + bx + 5 = 0? 
211. Su kuriomis v reikšmėmis lygtis turi vieną šaknį: 
a) 3x? — 6x + 2v = 0; c) x? — 3ux + 18 = 0; 
b) 5x2 + 2ux + 5 = 0; d) 2x? — 12x + 3v = 0? 
212. Su kuriomis t reikšmėmis lygtis neturi šaknų: 
a) 6x? + tx + 6 = 0; с) 2x2 — 15x + t = 0; 
b) 12x? + 4x + t = 0; d) 2x? + tx + 18 = 0? 

e 213. Išspreskite lygti: 
а) у? — Gy = 0; е) 9х? — 18x2 — x + 2 = 0; 
b) 6x* + 3,6x2 = 0; f) у4- у? — 16y? + 16у = 0; 
c) x? + 3x = 3,5x2; gBp-pz-p-l 
d) x? — 0,1x = 0,3х2; h) xí - x? = 333 — Зх. 

e 214. Išspręskite lygtį: 
a) 0,7x* — xš = 0; d) 333 — x2 + 18x — 6-0; 
b) 0,5х3 — 72x = 0; e) 2x* — 18x? = 5x? — 45x; 
с) x? + 4x = Бх?; f) 3y? – 2y = 2у9— 3. 


215. Grafiškai išspręskite lygtį x? + 2x — 3 = 0. Po to apskai- 
čiuokite rastą šaknies reikšmę 0,01 tikslumu. 


Kartojimo pratimai 


216. Nubraižykite funkcijos y = x? — 3 grafiką. Nurodykite 
funkcijos didėjimo ir mažėjimo intervalus. 

217. Išspręskite nelygybę: 

a) x? — 10x + 21 < 0; c) 3x? — 14x + 16 > 0; 

b) x? — 8x + 16 > 0; d) 5x? — 6x + 1 < 0. 

218. Iš miesto A į miestą B, esantį už 540 km, tuo pačiu 
metu išvažiavo du automobiliai. Vienas ju važiavo 10 km/h 
didesniu greičiu už kitą, todėl j miestą B atvyko 45 min anks- 
čiau negu kitas. Raskite kiekvieno automobilio greitį. 
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219. Išspreskite nelygybe: 


a) (x + 8)(x — 1,5) < 0; c) (15 — 2x)(x + 6) > 0; 
12-x 6-4x 
0; : 
ЭР DEI U 


11. LYGTYS, PAKEICIAMOS KVADRATINEMIS 
LYGTIMIS 


Lygtis, kurių laipsnis aukštesnis už antrąjį, kartais pavyksta 
išspręsti su nauju kintamuoju. 

Išnagrinėkime lygčių sprendimą šiuo metodu. 

1 pavyzdys. Išspręskime lygtį 

(x? — 5x + 4)(x2 — 5x + 6) = 120. (1) 

Jei visus lygties narius perkeltume į kairiąją jos pusę ir 
gautą reiškinį pertvarkytume į standartinį daugianarį, tai gau- 
tume lygtį 

x* — 10x? + 35x? — 50x — 96 = 0, 
kurios sprendimo būdą sunku rasti. 

Tačiau galima remtis tokia (1) lygties ypatybe: kairiojoje jos 
pusėje kintamasis x yra tik reiškinyje x? — 5x, kuris lygtyje 
parašytas du kartus. Todėl (1) lygtį galime spręsti pavartodami 
naują kintamąjį. Reiškinį x? — 5x pakeiskime kintamuoju y: 

x? — 5x = у. 

Tada (1) lygtis pakeičiama lygtimi su kintamuoju y: 

(y + 4Xy + 6) = 120, 
kurią sutvarkę gauname 

у? + 10y — 96 = 0. (2) 

Išsprendę (2) lygtį, randame jos šaknis: 

y, = -16, y, = 6. 

Todėl 

x? — 5x = -16 агра x? — 5х = 6. 

Lygtis x? — 5x = —16 neturi šaknu. 

Išsprendę lygtį x? — 5x = 6, sužinome, kad ji turi dvi šaknis: 

x 


„= -1 ir x, = 6. 
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Vadinasi, (1) lygtis turi dvi šaknis: 

x, = —1 ir x, = 6. 

Naujo kintamojo įvedimo metodas įgalina lengvai spręsti 
ketvirtojo laipsnio lygtį ax* + bx? + c = 0. Lygtis ax* + bx? + c = 0, 
kai а + 0, yra kvadratinė x? atžvilgiu. Tokios lygtys vadinamos 
bikvadrūtinėmis lygtimis. 

2 pavyzdys. Išspręskime bikvadratinę lygtį 

9x* — 10x? + 1 = 0. (3) 

Įveskime naują kintamąjį pažymėdami raide y: 

X? = у. 

Gauname kvadratine lygtj su kintamuoju у: 

9y2:— 10у + 1 = 0. 


А 1 
Ją išsprendę, gauname y, =, y, =1. 


9 
Vadinasi, 
M arba x? = 1. 
1 
Iš lygties х? = 9 randame 
1 1 
X, = 73 › х = 3 


18 lygties x? = 1 suZinome, Каа 
x, = —1, x, = 1. 


Taigi (8) lygtis turi keturias šaknis: 
1 1 

син L t m= asi, 

220. Išspręskite lygtį įvesdami naują kintamąjį: 

а) (2x? + 3?— 12(2x2 + 3) + 11 = 0; 

b) (t? — 2t — 3 = 2(#2 — 2t); 

с) (x? + x — 1)(x2 + x + 2) = 40; 

а) (2x2 + x — 1)(2x2 + x — 4) + 2 = 0. 

221. Išspreskite lygti: 

a) x? + 3? — 11(x2 + 3) + 28 = 0; 

b) (x? — 4x)2 + 9(x? — 4x) + 20 = 0; 

c) (x? + x)(x2 + x — 5) = 84. 
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e 222. Išspreskite bikvadratine lygti: 


a) xí — 5x2 — 36 = 0; а) 4х* – 5х? + 1 = 0; 
b) у — бу? + 8 = 0; e) 9х*— 9x2 + 2 = 0; 
c) t^ + 1072 + 25 = 0; f) 16у* – 8y? + 1 = 0. 


ө 223. Raskite bikvadratinės lygties šaknis: 
a) xt — 25x? + 144 = 0; d) tt — 212 — 3 = 0; 
b) yt + 14y? + 48 = 0; е) 2х* – 9x? + 4 = 0; 
с) xt — 4x? + 4 = 0; f) Бу* — 5y? + 2 = 0. 
224. Raskite koordinačių ašių ir funkcijos grafiko susikir- 
timo taškų koordinates: 
a) y = xt — 5x? + 4; c) y = x* — 20x? + 100; 
b) y = x* + 3x? — 10; d) y = 4x* + 16x?. 
225. Išspręskite lygtį: 
а) (x? — 1)(x2 + 1) -4(x? - 11) = 0; 
b) 3x*(x — 1Хх + 1) —10x2 + 4 = 0. 
226. Išspręskite lygtį: 
а) x5 + х*— 6x? — 6x? + 5x + 5 = 0; 
b) x5 – xí — 2x? + 2x? — Зх + 3 = 0. 


Kartojimo pratimai 
227. Nubraižykite funkcijos grafiką: 


a) y =Š; b) y = —3x + 6. 


228. Su kuriomis p reikámémis: . 

a) lygtis 3x? + 2px + 5 = O turi dvi šaknis; 

b) lygtis 6x? — 4x + p = 0 neturi šaknu? 

229. Su kuriomis x reikšmėmis: ` 

a) trinaris —? + 6x - 8 įgyja teigiamas reikšmes; 
b) trinaris 2x? — 9x — 45 įgyja neigiamas reikšmes; 
-4х 


5 "P € azg 
‚ с) trupmena igyja teigiamas reikšmes; 


30 илт 224 o 
d) trupmena LES įgyja neigiamas reikšmes? 
x 
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Kontroliniai klausimai 


1. Kokia lygtis su vienu kintamuoju vadinama sveikaja? Pa- 
teikite pavyzdį. 

2. Kaip nustatyti sveikosios lygties laipsnį? Kiek šaknų gali 
turėti pirmojo laipsnio lygtis su vienu kintamuoju? antrojo laips- 
nio lygtis su vienu kintamuoju? n-tojo laipsnio lygtis su vienu 
kintamuoju? 

3. Pasakykite bikvadratinės lygties apibrėžimą. Paaiškin- 
kite, kaip sprendžiamos bikvadratinės lygtys. 


J SU DVIEM KINTAMAISIAIS | 


12. GRAFINIS LYGČIŲ SISTEMŲ SPRENDIMO BŪDAS 


Kiekviena iš lygčių 

2х + Зу = 15, x? + y? = 4, ху = —1,5x3 + у? = 8 
yra lygtis su dviem kintamaisiais. 

Jau žinote, kad lygties su dviem kintamaisiais grafikas yra 
aibė koordinačių plokštumos taškų, kurių koordinatės paverčia 
lygtį teisinga lygybe. Lygčių su dviem kintamaisiais grafikai 
įvairūs. Pavyzdžiui, lygties 2x + 3y = 15 grafikas yra tiesė, lygties 

= 0,5x? — 3 — parabolė, lygties x? + у? = 4 — apskritimas, 
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lygties y = =i , taigi ir jai ekvivalenčios lygties xy = 1 — hiperbolė. 
45 Бах ав matote kai kurių kitų lygčių grafikus. 

Sveikosios lygties su dviem kintamaisiais laipsnis apibrė- 
žiamas taip, kaip ir sveikosios lygties su vienu kintamuoju 
laipsnis. Jeigu lygties su dviem kintamaisiais kairioji pusė yra 
standartinis daugianaris, o dešinioji pusė — nulis, tai lygties 
laipsnis lygus to daugianario laipsniui. Norint nustatyti lygties 
su dviem kintamaisiais laipsnį, reikia ją pakeisti ekvivalenčia 
lygtimi, kurios kairioji pusė — standartinis daugianaris, o de- 
šinioji — nulis. Pavyzdžiui, lygtis (x? + у)? = x? — 1 ekvivalenti 
lygčiai 2x?y + y? + 1 = 0. Ji yra ketvirtojo laipsnio. Vadinasi, ir 
lygtis (x? + у)? = х6 — 1 yra ketvirtojo laipsnio. 

Jau nagrinėjome pirmojo laipsnio lygčių su dviem kintamai- 
siais sistemas. Dabar spręsime sistemas dviejų lygčių, kurios 
abi yra antrojo laipsnio arba viena pirmojo, o kita — antrojo 
laipsnio. 

Išnagrinėsime grafinį lygčių su dviem kintamaisiais siste- 
mos sprendimo būdą. 

Sakykime, kad reikia išspręsti lygčių sistemą 

x? + у? = 25, 

мыт 7 

Vienoje koordinačių sistemoje nubraižykime lygčių x? + y? = 
= 25 ir y = —? + 2x + 5 grafikus (46 pav.). 

Nubrėžto apskritimo kiekvieno taško koordinatės yra lygties 
х? + у? = 25 sprendiniai, o parabolės kiekvieno taško koordinatės 
yra lygties y = —x2 + 2x + 5 sprendiniai. Vadinasi, apskritimo іг 
parabolės susikirtimo kiekvieno taško koordinatės tenkina ir 
pirmą, ir antrą sistemos lygtį, todėl jos yra nagrinėjamos sis- 
temos sprendiniai. Remdamiesi paveikslu, randame grafikų su- 
sikirtimo taškų apytiksles koordinates: A(-2,2; —4,5), B(0; 5), 
C(2,2; 4,5), D(4; —3). Vadinasi, lygčių sistema turi keturis 
sprendinius: 

x = —2,2, y, = 45; x, = 0, y, = 5; 

x, = 2,2, y, = 4,5; x, = 4, y, = 3. 
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46 рау. 


Patikrine isitikiname, kad antras ir ketvirtas sprendinys уга 
tikslūs, o pirmas ir trečias — apytiksliai. 

230. Ar skaičių pora (-1; 3) yra lygties sprendinys: 

a) x2— y-+ 2 = 0; b) xy + y = 6? 

231. Duota lygčių sistema: 

x2 + y2 = 5, 

бх + 5y = —4. 

Ar jos sprendinys yra skaičių pora: a) (-2; 1); b) (1; —2)? 

232. Nustatykite lygties laipsni: 


a) x? + y? + 2x = 0; d) x(1 — y) = 4; 
b) x — y — 1,2 = 0; e) (x? — 2y2)2 = Бу, 
c) x5 — 5x3y2 + x2y = 0; f) Taš — 12ху + y = 7х2(х + 1). 
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233. Grafiškai išspreskite lygčių sistema 

I T x = 0, 

2х-у+8 = 0. 

234. Duota lygčių sistema 

bg + y? = 25, 

у = x2 — 6. 
Nubraižykite lygčių grafikus, įsitikinkite, kad sistema turi ke- 
turis sprendinius, ir raskite juos. 

235. Grafiškai išspreskite lygëiu sistema 


Ir + y? = 100, 

у= за -10. 

236. Grafiškai išspręskite lygčių sistema: 

М8 b) [ (х — 3)? + (у — 42 = 4, 
2x - Зу = 6; y — x2 = 0. 

237. Grafiškai išspreskite lygčių sistema: 

a) IE + y? = 16, b) (> = 8, 
x+ y + 2 = 0; x+y+3=0. 


238. Schemiškai pavaizdave lygčių grafikus, išsiaiškinkite, 
ar lygëiu sistema turi sprendiniu, o jei turi, tai kiek: 


a) [y = x’, c) (y = x2 + 1, 
xy = —12; xy = 3; 
b) (y = x? + 8, d) к еы, 
y =—х? + 12; (x — 10)2 + у? = 16. 


239. Grafiškai išspreskite lygčių sistema: 

a) ((х – 4) + (у – 5)? = 9, М [y — х? = 0, 
y = x; х+у= 6. 

Kartojimo pratimai 


240. Išspreskite nelygybe: 


a) 25x? + 6x < 0; c) y2 <10y + 24; 
b) x2 — 169 > 0; d) 15y? — 30 > 22y + 7. 
241. Keitimo büdu išspreskite 1урёїц sistema: 
a) [11x — 9y = 37, L рын 
x = 1 + 2y; Зх — y = 2. 
242. Sudėties būdu išspreskite lygčių sistema: 
a) ү +.2y = 30, Ы) [2х — у = 85; 
3x + 4y = —3; 5x — 2y = 127. 
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243. Iš ūkio į miestą, tarp kurių уга 72 km, išvažiavo dvi- 
ratininkas. Po 15 min priešais jį iš miesto išvažiavo kitas dvi- 
ratininkas, kurio greitis buvo 2 km/h didesnis už pirmojo. 
Dviratininkai susitiko pusiaukelėje. Raskite kiekvieno dvirati- 
ninko greitį. 


13. ANTROJO LAIPSNIO LYGČIŲ SISTEMŲ 
SPRENDIMAS 


Pirmiausia išnagrinėkime lygčių su dviem kintamaisiais sis- 
temą, kurią sudaro viena antrojo, kita pirmojo laipsnio lygtis. 
Tokią sistemą visada galima išspręsti keitimo būdu. Daroma 
taip: 

1) pirmojo laipsnio lygties vienas kintamasis išreiškiamas 
kitu kintamuoju; 

2) gauta išraiška įrašoma į antrojo laipsnio lygtį; gaunama 
ne aukštesnio kaip antrojo laipsnio lygtis su vienu kintamuoju; 

3) išsprendžiama gautoji lygtis su vienu kintamuoju; 

4) apskaičiuojamos atitinkamos kito kintamojo reikšmės. 

1 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą 

M — 3xy – 2у? = 2, 

x + 2y = 1. 

Antrosios lygties kintamąjį x išreiškiame kintamuoju y: 

x = 1 — 2y. 

Į pirmąją lygtį vietoj x įrašę 1 — 2y, gauname lygtį su kin- 
tamuoju y: | 

(1 — 2y} — 301 — 2у)у — 2y? = 2. 

Atlike veiksmus, gauname lygti 

8y?— Ту 1 = 0. 

Ja išsprende, suZinome, kad 

1 


=——, =1. 
» 8 Уг 


Atitinkamas x reikšmes galima rasti įrašius gautas y reikš- 
mes į vieną lygčių sistemos lygtį, pavyzdžiui, į antrąją. Tačiau 
patogiau remtis formule x = 1 — 2y. 


74 


o 


1 
Į formulę x = 1 — 2y įrašę y, uL reikáme, gauname: 
s =1-24-2)-1. 
8 


I formule x = 1 — 2у jra&e y, = 1 reikšme, gauname: 
x = 1-2 -1=-1. 


Taigi sistema turi du sprendinius: 

1 an 
бү гүйгээд ir х,=-1, y, = 1. 

s eru zen в 1 1 А 

Atsakymą galima užrašyti taip: к => ; (-1;1) arba taip: 

1 1 
X “іл, У ===. х= -1, y, =L 

Jeigu sistema sudaro dvi antrojo laipsnio lygtys su dviem 

kintamaisiais, jos sprendinius rasti dažniausiai būna sunku. 
Atskirais atvejais tokias sistemas pavyksta išspręsti keitimo 
arba sudėties būdu. 


2 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą 
| x?— y2 = 5, 
xy = 6. 
Kadangi x + 0, antrosios lygties kintamąjį y išreiškime kin- 
tamuoju x: 


у= —. 
х 


: . APR: : 
Į pirmąją lygtį vietoj y įrašę т, gauname lygtį 
2 
x*- B = 5. 
x 
Išsprende ja, randame: 
x, = D, x, = 8. 
"T 6 ONE Т7 
Remdamiesi formule gets apskaiciuojame atitinkamas y 
reik$mes: 
Ji = -2, Уә = 2. 
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Vadinasi, sistema turi ди sprendinius: 
(2-8, y, = —2 ir x, = 3, y, = 2. 

Atsakymas: (-3; -2), (3; 2). 

244. Išspreskite lygëiu sistema keitimo büdu: 


a) (yž- x = -1, ан awa аы, 

х=у+8; х- у = 6; 

b) (y = < - 1, а) [x + y = 9, 

p — 2y = 26; ХАЯГ” 
245. Išspreskite lygčių sistemą keitimo būdu: 
L m иш Ба da 

y2— х = 39; y — x = 8; 
b) íy = 1 + х, ора 

х + y? = -1; y + ху = 6. 
246. Išspręskite lygčių sistema: 
куе кесен 

xy = —2; х? + у? = 1; 
K kas әй Бедел йа. 

ху = 1,5; х?— у? = 17. 
247. Išspreskite lygčių sistema: 
ре 9 [57-м ag 

xy = —20; х-у=4; 
ad iim = 0,8, L pid de 

ху = 2,4; х+у=—3. 
248. Išspręskite lygčių sistema: 

a) [y — 2x = 2, ыы. 
5x? — y = 1; x + 2y = 3; 
b) пае о е) 12-22 100, 
3x + y = 7; 3x = 4y; 

с) (x? — Зу? = 52, f) (2x2— у? = 32, 
y — x = 14; 2x - y = 8. 


249. Išspreskite lygëiu sistema: 
a) |2ху- y = 7, кеу ш қаш nl 


x — 5y = 2; 3x = 2y; x — 2y = —5; 
b) [2x2 - xy = 33, раа gi iis dh 
4x - y = 17; x? + y? = 8,5; Bxy + у? = 16. 


250. Išspręskite lygčių sistemą: 
а) [2x + 4y = 5(x — y), b) 2” 
x — y? = 6; u? — v? = 6. 


251. Išspręskite lygčių sistema: 


a) 2 70 
y — ху = 24; 


b) (p + 5t = 2(p + t), 
pt — t = 10. 


252. Išspręskite lygčių sistema: 


a) р(х — 2Yy + 3) = 160, 
у-х=1; 


b) [(x — 1Xy + 10) = 9, 
х- у = 11. 


253. Lygčių sistemą 
y = 0,5x2 — 2, 
| у-х=2 
išspręskite grafiškai, po to — analiziškai. 
254. Grafiškai ir analiziškai išspręskite lygčių sistema: 
a) (x? + у? = 16, b) (y = x? + 1, 
x — y = 4; x + 2y = 5. 
255. Išspręskite lygčių sistema: 
id da^ s b) 222115 


x — 2y = 1; Зх + 2y = -1. 
256. Išspręskite lygčių sistema: 
ai 2 еен b) үл 
x + 2y = 0; už + uv — u = —5. 
257. Išspreskite lygčių sistema: 
a) [x — y = 5, c) [ 3x + y = 1, 
x у 6 х y 
£ 2.2 
b) (x +y = 6, d) кой L 
Žas 
x y 4 , X — 2y = 2. 


258. a) Nebraižę nustatykite, ar parabolė y = x? — 8x + 16 
kerta tiesę 2x — Зу = 0. Jei kerta, raskite susikirtimo taškus. 
b) Nebraižę raskite apskritimo (x — 5)? + (y — 4)? = 65 ir tiesės 
3x — y + 6 = 0 susikirtimo taškus. 

259. Įrodykite, kad tiesė x — у = 4 ir parabolė y = x? – 5x + 5 
turi vieną bendrą tašką. Raskite to taško koordinates. 

260. Įrodykite, kad parabolė y = 2x? — 5x + lir tiesė 2x + y + 
+ 8 = 0 nesusikerta. 
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261. Keitimo būdu išspręskite lygčių sistema: 


a) [* + s 12, b) [2x? gs = 84, 
xy = —6; ху = 20. 

262. з wa lygčių sistema sudėties būdu: 

a) PAR = 14, b) [7 + x = 56, 
ое ху + у = 54. 

263. Išspreskite lygëiu sistema: 

a) Г + y = 18; с) ГЕ + y? = 61, 
xy = 9; x? – y? = 11; 

b) E y? = 11, d) Ы — ху = 10, 
ху = 30; у + ху = 6. 


264. NebraiZe raskite: 

a) apskritimo x? + y? = 36 ir parabolės y = x? + 6 susikirtimo 
tašku koordinates; 

b) apskritimų x? + y? = 16 ir (x — 2)? + y? = 36 susikirtimo 
tašku koordinates. 


Kartojimo pratimai 


265. Nubraižykite scheminius lygčių grafikus ir išsiaiškin- 
kite, kiek sprendinių turi lygčių sistema: 
а)[у = x’, b) kų с) (x? + y? = 36, 
y = 15x; e B = х? + 8. 
266. Išspręskite E 
a) 0,2x(x — 1) — x(0,2x + 0,5) < 0,6х — 4; 
b) 1,2x(3 — x) + 0,4x(3x — 1) < x + 1,1. 
267. Su kuriomis x reikšmėmis: 
a) trinaris -х? — 2х + 168 įgyja teigiamas reikšmes; 
b) trinaris 15x? + x — 2 įgyja neigiamas reikšmes; 


x+14 
c) trupmena 3 


2 igyja neigiamas reikšmes; 
—-4X 


d) trupmena S įgyja teigiamas reikšmes? 
x+25 


14. UŽDAVINIŲ SPRENDIMAS SUDARANT 
ANTROJO LAIPSNIO LYGCIŲ SISTEMAS 


Uždavinys. Stačiakampio perimetras 80 cm. Jei sta- 
čiakampio ilgį padidintume 8 cm, о plotį — 2 cm, tai plotas 
padidėtų 1,5 karto. Raskite to stačiakampio matmenis. 
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Sprendim s. Sakykime, kad staciakampio ilgis lygus 
x cm, o plotis y cm. 

Stačiakampio perimetras lygus 80 cm, t. y. 

2x + 2у = 80. 


Stačiakampio plotas lygus xy сіп”. Padidinus stačiakampio 
matmenis, ilgis bus lygus (x + 8) cm, plotis (y + 2) cm, о plotas 
(x + 8)(y + 2) cmž. Iš uždavinio sąlygos žinome, kad stačiakampio 
plotas padidės pusantro karto, t. y. 

(x + 8)(y + 2) = 1,5ху. 

Taigi sudarėme lygčių sistemą 

2x + 2y = 80, 
(x + 8)(y + 2) = 1,5ху. 

Ją išsprendę, gauname: 

x, = 28, y, = 121г x, = 24, y, = 16. 

Uždavinys turi du sprendinius. Stačiakampio matmenys yra 
28 cm ir 12 cm arba 24 cm ir 16 cm. 

e 268. Dviejų skaičių suma lygi 12, o jų sandauga 35. Raskite 
tuos skaičius. 
e 269. Vienas skaičius 7 vienetais didesnis už kitą, o jų san- 
dauga lygi —12. Raskite tuos skaičius. 
e 270. Stačiakampio įstrižainė lygi 10 cm, о jo perimetras 
28 cm. Raskite stačiakampio kraštines. 
e 271.Viena stačiakampio kraštinė 14 cm ilgesnė už kitą, 
o įstrižainė lygi 26 cm. Raskite stačiakampio kraštines. 
e 272. Stačiakampis sklypas, kurio plotas 2400 m?, aptvertas 
200 m ilgio tvora. Apskaičiuokite sklypo ilgį ir plotį. 
e 273. Stačiojo trikampio perimetras 84 cm, o įžambinė 37 cm. 
Apskaičiuokite trikampio plotą. | 
ө 274. Iš vietovės tuo pačiu metu išėjo du būriai. Vienas ėjo i 
šiaurę, kitas — į rytus. Po 4 h paaiškėjo, kad atstumas tarp 
būrių lygus 24 km ir kad pirmas būrys nuėjo 4,8 km daugiau už 
antrąjį. Kokiu greičiu ėjo kiekvienas būrys? 
e 275. Iš stačiojo kampo viršūnės jo kraštinėmis tuo pačiu 
metu pradeda judėti du kūnai. Po 15 s atstumas tarp jų lygus 
3 m. Pirmas kūnas per 6 s pasislenka tokiu atstumu, kokiu 
antrasis — per 8 s. Kokiu greičiu juda kiekvienas kūnas? 
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276. Stačiakampio plotas lygus 30 cmž. Kiekviena jo kraštinė 
yra kvadrato kraštinė. Tų kvadratų plotų suma lygi 122 cm?. 
Raskite stačiakampio kraštines. 


277. Stačiojo trikampio įžambinė 10 cm, jo plotas lygus 
24 cm?. Raskite trikampio statinius. 


e 278. Stačiojo trikampio įžambinė lygi 13 cm. Jei vieną jo 
statinį pailgintume 4 cm, tai įžambinė pailgėtų 2 cm. Raskite 
trikampio statinius. 


279. Du ekskavatoriai, dirbdami kartu, atlieka tam tikrą 
darbą per 3 h 45 min. Vienas ekskavatorius, dirbdamas atskirai, 
gali atlikti tą darbą 4 h greičiau už kitą. Per kiek laiko atliktų 
tą patį darbą kiekvienas ekskavatorius dirbdamas atskirai? 


280. Vienas kombainininkas gali nuimti kviečių derlių 24 h 
greičiau už kitą. Dirbdami kartu, jie nuimtų derlių nuo to paties 
sklypo per 35 h. Per kiek laiko nuimtų derlių kiekvienas kom- 
bainininkas dirbdamas atskirai? 


281. Viena brigada gali išasfaltuoti tam tikrą kelio ruožą 4h 
greičiau už kitą. Per kiek valandų tą ruožą gali išasfaltuoti 
kiekviena brigada, jei, dirbdamos kartu, per 24 h jos išasfaltavo 
5 tokius ruožus? 


282. Pradėta gaminti naujo tipo detalės. Kiekviena jų 0,2 kg 
lengvesnė už seno tipo detalę. Todėl iš 22 kg metalo pagami- 
nama dviem detalėmis daugiau, negu seno tipo detalių buvo 
pagaminama iš 24 kg metalo. Nustatykite seno ir naujo tipo 
detalių masę. 


283. Iš vietovių A ir B, tarp kurių atstumas lygus 40 km, tuo 
pačiu metu vienas priešais kitą išėjo du pėstieji. Po 4 h tarp jų 
dar buvo likęs 4 km atstumas. Jei iš vietovės A pėsčiasis būtų 
išėjęs 1 h anksčiau, tai juodu būtų susitikę pusiaukelėje. Kokiu 
greičiu ėjo kiekvienas pėsčiasis? 

284. Atstumas tarp vietovių M ir N lygus 18 km. Iš vietovės 
M tuo pačiu metu išėjo du turistai. Vienas jų kas valandą nuėjo 
1 km mažiau negu kitas, todėl į vietovę N atėjo 54 min vėliau. 
Raskite kiekvieno turisto greitį. 
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285. Atstumas tarp vietovių M ir N lygus 50 km. Iš ju tuo 
pačiu metu išvažiavę du motociklininkai susitiko po 30 min. Po 
to vienas jų atvyko į M 25 min vėliau negu kitas — į N. Raskite 
kiekvieno motociklininko greitį. 


Kartojimo pratimai 


286. Išspręskite lygčių sistemą: 
ш ЭХЭЛ авг Ai 
х? — у? = 2; x? — ху = 3,36. 

286. Nebraižydami raskite koordinates taškų, kuriuose su- 
sikerta: 

a) parabolė y = x? — 3x + 3 ir tiesė 2x — y — 1 = 0; 

b) parabolė y = 2x? — x + 1 ir tiesė x = 1,5; 

c) apskritimas х? + у? = 100 ir tiesė x + y = 14. 

288. Išspręskite nelygybę: 

а) x? — 6x < 0; b) 8x + x? 2 0; c) x? < 4; d) x? > 6. 


Kontroliniai klausimai 


1. Paaiškinkite, kaip grafiškai sprendžiama lygčių su dviem 
kintamaisiais sistema. 

2. Pateikite pavyzdį ir paaiškinkite, kaip keitimo būdu 
sprendžiama lygčių su dviem kintamaisiais sistema, kai viena 
lygtis yra pirmojo laipsnio, kita — antrojo. 


PAPILDOMI II SKYRIAUS PRATIMAI 
5 paragrafas 
289. Išspręskite lygtį: 
a) x5 — х? = 0; b) xê = 4x*; c) 0,5x3 = 32x; d) 0,2х* = 4x?. 
290. Raskite lygties šaknis: 
a) (a — 2Xa + 2)(а? + 4) = 25a? — 16; 
b) (x — 1)(х + D? + 1) = 6x2 – 1. 
291. Išspręskite lygtį: 
а) x? х? — 4(x — 1) = 0; с) 5х? – 19x? — 38x + 40 = 0; 
b) 2y3 + 2y2 — (y + 1? = 0; d) 6x3 — 31x2— 31x + 6 = 0. 
292. Išspręskite lygtį x? = x dviem būdais: grafiniu ir ana- 
liziniu. 
6. 
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293*. Remdamiesi grafikais, nustatykite, kiek sprendiniu 
gali turėti lygtis x? + ax + b = 0, kai a ir b reikšmės yra įvairios. 

294*. Grafiškai išspręskite lygtį x? — 4x + 1 = 0. Apskai- 
čiuokite rastų šaknų reikšmes 0,01 tikslumu. 

295. Įvedę naują kintamąjį, išspręskite lygtį: 

а) (x? + 6x)2 — 5(х° + 6x) = 24; 

b) (x? — 2x — 5)? — 2(x2 — 2x — 5) = 3; 

с) (x? + Зх — 25? — 2(x2 + Зх — 25) = —7; 

d) (y + 2) – (y + 2)? = 12; 

е) (x? + 2x)(x2 + 2x + 2) = 3; 

f) (x? — x — 16)(x? - x + 2) = 88; 

g) (2x? + 7x — 8)(2x2 + 7x — 3) – 6 = 0. 

296*. Išspręskite lygtį pažymėdami vieną iš atvirkštinių 


trupmenų raide t, o kitą — T: 


x? 41 x 1 x*42 3x-2 2 
a) — + -2-; b) _ -2-. 
x x?41. 2 3x-2 х2+2 3 
297. Apskaičiuokite bikvadratinės lygties šaknų suma: 
a) xí — 9x? + 18 = 0; с) Ах“ — 12x? + 1 = 0; 
b) x* + 3х2 – 10 = 0; d) 124 – y? — 1 = 0. 


298*. a) Ar skaičius 3-15 уга bikvadratinés lygties 
x* — 6x? + 3 = 0 šaknis? 

b) Ar skaičius Ч 5-2 уга bikvadratinës lygties x* — 10x? + 
+ 23 = 0 šaknis? 

299*. Su kuriomis c reikšmėmis šios lygtys neturi šaknų: 

a) х*— 12x? + c = 0; b) xt + cx? + 100 = 0? 

300*. Su kuriomis k reikšmėmis lygtis x* — 13x? + k = 0 turi: 
а) keturias šaknis; b) dvi šaknis? I 

301". Išskaidykite dauginamaisiais trinarį: 

а) xt — 20x + 64; с) х* – 5x? — 36; е) 9х* – 10x2+ 1; 

b) х*— 1742 416; d) xí - 3x2 — 4; f) 4x* - 17x? + 4. 

6 paragrafas 

302. Grafiškai išspręskite lygčių sistemą: 

ае ещ b) [ (x — 2) + у? = 9, 

х- y = 10; y = x? — 4x + 4; 
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ud du арг eire 


y = 2x2 — 14; „Айлы qub 
d) (x? + y? = 10, des 4 4, 
[s 3; Е 


303%, Schemiškai pavaizdave lygčių grafikus, nustatykite, 
ar lygčių sistema turi sprendinių ir kiek jų: 
a) 1252 "T. B 


(x — 2° + (y — 1)2 = 4 


1 
y + x? = 4; hi -у=0. 
304*. Kiek sprendinių gali turėti lygčių sistema 
х + у? = г, 
у = —x2 + 4? 
305*. Su kuriomis m reikšmėmis lygčių sistema 
= + у? = 5, 
х-у=т 
turi: a) viena sprendinj; b) du sprendinius? 
306. Išspreskite lygëiu sistema: 


a) k + Зу = –1, а) [2х? – Зу? — 5x — 2y = 26, 
x? + 2xy + y = 3; x — y = 4; 

b) [2x — y sd, е) [4x? — 9y? + x — 40y = 19, 
ху- y? + Зх = –1; 2х — Зу = 5; 

с) [2x + y — 11 = 0, f) [3х2 + у? + 8х + 13у = 5, 
2х + 5y – y2— 6 = 0; х-у +2 = 0. 

307. Raskite visus lygčių sistemos sprendinius: 

ые ай ТАЙ зу. 
(x — 1)(y + 1) = 2xy + 8; (x + 1)(у + 4) = 2ху - 1; 


b) (y — x = 1, ле 
(2y + (х — 1) = ху + 1; (х — (у + 5) = у? — 12. 

308. oa lygčių sistema: 

v + у? = 40, pd еб P aues 
xy = -12; 3x? - 2y? = 172. 

309. Išspręskite lygčių sistema: 

сн д, ЫН аан ион 
x?— 2x + y = —5; y2 + 6x — 2y = 1. 

310. Išspręskite lygčių sistema: 

a) [x + y + xy = 5, ш ы Aa er 
| умы xy — 2x – 2y = 2. 
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311*. Išspreskite lygčių sistema: 


а) [ (x + y)(x — y) = 0, c) үз + y? = 25, 
2x -y-l . (х — 3)(у — 5) = 0; 
b) pa + y? = 100, d) E — y? = 50, 
(x — ТуХх + Ту) = 0; х(у + 1) = 0. 
312. Išspręskite lygčių sistemą: 
аў 5.32. с) | x + y = 14, 
x y 6 
8 3 21 
2x — y = 5; y x 12? 
b) ЕЕ 4 | х-У = 2 
х y 20 j 
x y 5. 
x + 2y = 14; 3 x 6! 
313*. Ar lygčių sistema 
Зх — 4y = -2, 
| Зх + y? = 10, 
x2— y2— x + y = 100 


turi sprendiniu? 

314*. Ar turi bendrų taškų lygčių 

x + y = 7; 2x — y = 2; x? + xy- y2— у = 1 
grafikai? 

315*. Išspręskite lygčių sistema: 

а) [х2 + у? + х + у = 18, c) ((x + y? – 2(x + y) = 15, 

АГ е у 
b) pex + xy = 72, d) Í + y)? —4(x + y) = 45, 
x+ y = 6; (x — y)? —2(x — y) = 3. 

316*. Sudauginus kvadratinius trinarius ax? — 2x + b ir x? + 
+ ax — 1, gautas ketvirtojo laipsnio standartinis daugianaris, kurio 
koeficientai prie x? ir x atitinkamai lygūs 8 ir -2. Raskite a ir b. 

317. Dviejų teigiamų skaičių suma 5 kartus didesnė už jų 
skirtumą, o jų kvadratų skirtumas lygus 180. Raskite tuos 
skaičius. 

318. Dviejų skaičių sandauga 15 kartų didesnė už jų sumą. 
Jei prie pirmo skaičiaus pridėtume dvigubą antrą skaičių, tai 
gautume 100. Raskite tuos skaičius. 

319. Dviejų skaičių kvadratų skirtumas lygus 100. Jei iš tri- 
gubo pirmo skaičiaus atimtume dvigubą antrą skaičių, gautume 
30. Raskite tuos skaičius. 
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320. Raskite dviženklį skaičių, kuris 4 kartus didesnis už jo 
skaitmenų sumą ir 2 kartus didesnis už jo skaitmenų sandaugą. 
321. Jei paprastosios trupmenos skaitiklį pakeltume kvad- 
ratu, о iš vardiklio atimtume 1, gautume trupmeną, lygią 2. Jei 
iš trupmenos skaitiklio atimtume 1, o prie vardiklio pridėtume 


TM! А . 
1, gautume trupmena, lygia 2" Raskite pradine trupmena. 
322. Jei prie paprastosios trupmenos skaitiklio pridétume 7, 


3 
o vardiklį pakeltume kvadratu, gautume trupmena, lygią ~. Jei 
trupmenos skaitiklio nekeistume, o prie vardiklio pridėtume 6, 


gautume trupmeną, lygią 5. Raskite pradine trupmena. 

323. Staciakampio istriZaine lygi 15 cm. Jei viena jo kraštine 
sutrumpintume 6 cm, kita — 8 cm, tai staciakampio perimetras 
sumažėtų 3 kartus. Raskite stačiakampio kraštines. 

324*. Pirmu vamzdžiu pripildomas baseinas 5 h greičiau 
negu antruoju. Jei vanduo į baseiną 5 h tekėtų pirmu vamzdžiu, 
po to 7,5 h — antru vamzdžiu, baseinas būtų pilnas. Per kiek 
valandų pripildo baseiną abu vamzdžiai veikdami kartu? 

325. Iš pradžių 2 h vanduo į baseiną tekėjo vienu vamzdžiu. 
Po to buvo paleistas vanduo ir kitu vamzdžiu. Praėjus 4 h nuo 
to laiko, kai pradėjo veikti abu vamzdžiai, baseinas buvo pilnas. 
Vienu antru vamzdžiu jį galima pripildyti 1,5 karto greičiau 
negu pirmuoju. Per kiek valandų galima pripildyti baseiną kiek- 
vienu vamzdžiu? 

326. Iš dviejų miestų, tarp kurių atstumas lygus 270 km, 
tuo pačiu metu vienas priešais kitą išvyksta du traukiniai 
ir susitinka po 3 h. Vienas traukinys visą kelią nuvažiuoja 
1Ь 21 min ilgiau už kitą. Raskite traukinių greičius. 

327*. Iš vietovių M ir N, tarp kurių atstumas 90 km, tuo 
pačiu metu vienas priešais kitą išvažiavo du automobiliai. Vie- 
nas jų atvažiavo į vietovę N praėjus 1 h 15 min po susitikimo, 
o kitas — į M praėjus 48 min po susitikimo. Raskite automobilių 
greičius. 

328*. Iš vietovių A ir B vienas priešais kitą eina du turistai. 
Pirmasis iš A išėjo 6 h vėliau negu antrasis iš vietovės B. Kai 
juodu susitiko, pirmas turistas buvo nuėjęs 12 km mažiau negu 
antrasis. Toliau abu ėjo tuo pačiu greičiu, kaip ir anksčiau. 
Po susitikimo pirmas turistas į vietovę B ėjo 8 h, o antrasis 
į vietovę A — 9 h. Raskite kiekvieno turisto greitį. 
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III SKYRIUS 


ARITMETINÉ | 
IR GEOMETRINÉ 
PROGRESIJOS 


$ 7. ARITMETINÉ PROGRESIJA 
$ 8. GEOMETRINÉ PROGRESIJA 


..8 7. ARITMETINĖ PROGRESIJA 


15. SEKOS 


Ra&ykime iš eilės nuo mažiausio teigiamus lyginius skaičius. 
Pirmas toks skaičius 2, antras 4, trečias 6, ketvirtas 8 ir t. t. 
Gauname sėką 

2; 4: 6; 8; .... 

Savaime aišku, kad šios sekos penktoje vietoje bus skaičius 
10, dešimtoje — skaičius 20, šimtoje — skaičius 200. Apskritai 
galima nurodyti bet kurį natūralųjį skaičių n atitinkantį lyginį 
teigiamą skaičių; jis lygus 2n. 

Išnagrinėkime dar vieną seką. Surašykime mažėjimo tvarka 
taisyklingąsias trupmenas, kurių skaitiklis lygus 1: 

W NNNM 

2% 4 5 5 

Galima nurodyti bet kurį natūralųjį skaičių n atitinkančią 


" "r av . das ub 
trupmena; ji lygi 1” Taigi šeštoje vietoje turėtų būti 7 


trisdešimtoj t I tūkst toj = Жа 
risdešimtoje — trupmena jr, tükstantoje — тоот. 

Seka sudarantys skaičiai vadinami atitinkamai pirmuoju, 
antruoju, trečiuoju, ketvirtuoju ir t. t. sekos nariu. Sekos narius 
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įprasta žymėti raidėmis su indeksais, nurodančiais nario eilės 
numerį. Pavyzdžiui, a,, a,, a,, a, ir t. t. (skaitoma: a pirmasis, 
a antrasis, a trečiasis, a ketvirtasis ir t. t.). Sekos narys, kurio 
numeris n (sakome n-tasis sekos narys), žymimas a,. Seka žy- 
mima taip: (а). | 

Pabrėžiame, kad seką gali sudaryti baigtinis narių skaičius. 
Tokia seka vadinama baigtinė. Pavyzdžiui, baigtinė yra dvi- 
ženklių skaičių seka: 

10; 11; 12; 13; ...; 98; 99. 

Norint išreikšti seką, reikia nurodyti, kaip rasti bet kurį jos 
narį, kai žinomas nario numeris. 

Dažnai seka apibūdinama sekos n-tojo nūrio formule. Pa- 
vyzdžiui, teigiamų lyginių skaičių seką galima apibūdinti for- 
mule a, = 2n, taisyklinguju trupmenų, kurių skaitiklis 1, seką — 


formule b, = І . 
n+1 


1 pavyzdys. Sakykime, kad seka išreikšta formule y, = 
п? — 3n. Vietoj п įrašę natūraliuosius skaičius 1, 2, 3, 4, 5 ir 
t., gauname: 

У! = -2, y, = —2, Уз = 0, У, = 4, y; = 10, isis 

Nagrinejamos sekos pradšia tokia: 

—2; —2; 0; 4; 10; .... 

2 pavyzdys. Sakykime, kad seka išreikšta formule х, = 
= (—1)". 10. Visi jos nelyginių numerių nariai lygūs -10, o lygi- 
niu 10: 

x, = —10, x, = 10, x, = —10, x, = 10, ... . 

Gauname seka: 

-10; 10; -10; 10; -10; .... 

3 pavyzdys. Formule c, = 5 išreiškiama seka, kurios 
visi nariai lygūs 5: 

0; 0:079; 9:5 

Išnagrinėkime dar vieną sekos reiškimo būdą. 


et 


4 pavyzdys. Sakykime, kad sekos (а) pirmasis narys 
lygus 3, o kiekvienas jos narys, pradedant nuo antrojo, lygus 
prieš jį esančio nario kvadratui, t. y. 


= Жыр. 
а, =3, Qn = G, . 
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Remiantis formule a,,, =a}, kai žinomas pirmasis sekos na- 
rys, galima apskaičiuoti antrąjį, po to, kai žinomas antrasis, 
rasti trečiąjį ir t. t. Gausime seką 

3; 9; 81; 6561; .... 

Formulė, išreiškianti bet kurį sekos narį, pradedant nuo 
kurio nors numerio, kitais prieš jį esančiais nariais (vienu ar 
keliais), vadinama rekurefitine formule (iš lotyniško žodžio re- 
currens — grįžtantis). 

329. Parašykite didėjimo tvarka kelis pirmuosius natūra- 
liuosius skaičiaus 3 kartotinius. Nurodykite gautos sekos pir- 
mąjį, penktąjį, dešimtąjį, šimtąjį ir n-tąjį narį. 

330. Sekos (c,) visi nariai, kurių numeriai nelyginiai, lygūs 
-1, o nariai, kurių numeriai lyginiai, lygūs 0. Parašykite pir- 
muosius aštuonis tos progresijos narius. Raskite c,,, c,., С,» Сз» 
с» Сууц (k — bet kuris natūralusis skaičius). 

331. (а,) yra natūraliųjų skaičių, surašytų didėjimo tvarka, 
kvadratų seka. Parašykite pirmuosius dešimt jos narių. Raskite 
Q а,а 


10? 


20? ^40? “n° 

332. Duota seka 
ба fs Us жез 

Pasakykite, kuris jos narys eina: 
a) po Goo Одоо» аһ а,» Op Qan? 
b) prieš ал О цоо» а, а,» а, 
333. Parašykite веКов (x,) narius, kurie уга tarp: 
a) x,, Ir 4.5 c) x, Ir x; 
b) x ir x. Qe. E. 


334. Seka išreikšta n-tojo nario formule: 
a) x = 2n - 1; с) X,2——; 

n n+1 

b) x, = n? + 1; dx 2(-1»"-.2; f x 205-4. 

Raskite pirmuosius šešis jos narius. 

335. Seka (5,) išreikšta formule b, = n? — n. Raskite: 

a) b, b) bio OE 

336. Apskaičiuokite antrąjį, trečiąjį, ketvirtąjį ir penktąjį se- 
kos (5,) narį, žinodami, kad: 

a) pirmasis narys lygus 10, o kiekvienas narys, pradedant 
nuo antrojo, yra З vienetais didesnis už prieš jį esantį, t. y. b, = 
= 10 ir b, = b, + 3; 
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1 


b, 
бил = 9 у 


337. Parašykite pirmuosius penkis sekos (a,) narius, kai: 
а) a = 1, a, = а, + 1; с) a, = 16, а 
b) a, = 1000, а, 
338. Parašykite pirmuosius keturis sekos (b,) narius, kai: 
a) b, = 5, b 


n+l x -0,5а,; 
= 0,1а,; da = 3, aa =a. 


+1 n+1 n 


n+1 7 b, + 5; b) b, = 5, бул x b, ` 5. 


| Kartojimo pratimai 


339. Teigiamųjų skaičių poros (x; y) y dvigubai didesnis už x. 
Raskite porą tokių skaičių, tenkinančių lygtį x? + y? = 45. 

340. Išspręskite lygtį: 

a) 4х* + 4x? — 15 = 0; b) 2х4- x? – 36 = 0. 

341. Suprastinkite reiškinį: 


a) Zab 5.30 b° ; с) 4a-5b10 - (2a-254)*; 
100677 
b) 3a?b - (4ab)"t: d ——. 
| 3—a bš 
3 
342. Reiškini pakeiskite laipsniu, kurio pagrindas 3, ir ap- 


b) pirmasis narys lygus 40, o kiekvienas narys, pradedant 
nuo antrojo, perpus mažesnis už prieš jį esantį, t. y. b, = 40 ir 


skaičiuokite jo reikšmę: 
1 -3 
а) 81 · 35; ©) өз (8 
(-3?y 
b) “эв? d) (-3?».27. 


16. ARITMETINES PROGRESIJOS APIBRĖŽIMAS. 
ARITMETINÉS PROGRESIJOS n-tojo NARIO FORMULĖ 


Išnagrinėkime seką, sudarytą iš natūraliųjų skaičių, kuriuos 
dalijant iš 4, gaunama liekana 1: 

1: 5; 9: 13; 17; 215: 

Kiekvienas jos narys, pradedant nuo antrojo, gaunamas pri- 
dėjus prie esančio prieš jį nario skaičių 4. Šitokia seka vadinama 
aritmėtine progrėsija. 
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Apibrėžimas. Skaičių seka, kurios kiekvienas 
narys, pradedant nuo antrojo, lygus prieš jį esančio nario 
ir nurodytojo skaičiaus sumai, vadinama aritmetine pro- 
gresija. 

Kitaip sakant, seka (а) yra aritmetinė progresija, jei su 
kiekvienu natūraliuoju n 

G a= а, + d, 

(d — skaičius). 

Iš aritmetinės progresijos apibrėžimo išeina, kad bet kurio 
nario, pradedant nuo antrojo, ir prieš jį esančio nario skirtumas 
lygus d, t. y. su kiekvienu natūraliuoju n teisinga lygybė 

а,1-4,- d. 

Skaičius d vadinamas aritmėtinės progrésijos skirtumu. 

Norint apibūdinti aritmetinę progresiją, pakanka žinoti jos 
pirmąjį narį ir skirtumą. 

Pateiksime pavyzdžių. 

Kai a, = 1 ir d = 1, turime aritmetinę progresiją 

1; 2; 8; 4; Б; ..., 
kurios nariai yra vienas po kito einantys natūralieji skaičiai. 

Kai a, = lir d = 2, aritmetinė progresija 

1: 8: 5; 75 9; ..., 
yra teigiamų nelyginių skaičių seka. 

Kai a, = —2 ir d = —2, tai aritmetinė progresija 

—2; -4; —6; -8; -10; . 
yra neigiamu lyginiu kaltia seka. 

Kai a, = 7 ir d = 0, turime aritmetine progresija 

7; 7; 7; a sa, 
kurios visi nariai vienas kitam lygüs. 

Zinodami aritmetinës progresijos pirmaji narj ir skirtuma, 
galime paeiliui apskaičiuoti antrąjį, trečiąjį, ketvirtąjį ir t. t. 
narius. Tačiau šitaip nepatogu ieškoti progresijos nario, kurio 
numeris didelis. Pasistengsime rasti paprastesnį apskaičiavimo 
būdą. 

Pagal aritmetinės progresijos apibrėžimą 
a, = a, + d, 


a, = a, + d = (a, + d)+ а-а, + 2d, 
а, = o aie + 2d) + d =a, 4 3d, 
a, = а, + d = (a, + 3d) & d - a, + dd 
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Nesunku suvokti, kad a, = a, + 5d, ir apskritai norint ras- 
„ reikia prie a, pridėti (n — 1) d, t. y. 


a = а, + d(n - 1). 


Gavome aritmétines progrésijos n-tojo nário fórmule. 
Parodysime, kaip sprendZiami uZdaviniai taikant šia formule. 


tia 


1 pavyzdys. Seka (с,) yra aritmetinė progresija, kurios 
c, = 0,62 ir d = 0,24. Raskime penkiasdešimtąjį šios progresijos 
narį: 

с. = 0,62 + 0,24 - (50 — 1) = 12,38. 

2 pavyzdys. Duota aritmetinė progresija (x): . 

28: 17,2; 11,4; 5,6; .... 

Išsiaiškinkime, ar skaičius —122 yra jos narys. 

Šios progresijos x, = 23 ir d = х,- x, = 17,2 — 23 = —5,8. 
Parašykime jos n-tojo nario formulę: 

x, = 28 - 5,8(n - 1), t. y. 

x, = 28,8 — 5,8n. 

Skaičius -122 yra aritmetinės progresijos (x,) narys, jei eg- 
zistuoja toks natūralusis skaičius n, su kuriuo reiškinio 28,8 — 
— 5,8n reikšmė lygi -122. Išspręskime lygtį 28,8 — 5,8n = –122: 

5,8n = 150,8, 

n = 26. 

Vadinasi, skaičius —122 yra nagrinėjamos aritmetinės pro- 
gresijos dvidešimt šeštasis narys. 

Aritmetinės progresijos n-tojo nario formule a, = a, + d(n — 1) 
galima parašyti kitaip: 

a, = dn + (a, - d). 

Vadinasi, kiekvieną aritmetinę progresiją galima iš- 
reikšti formule 

a = Еп + b 
(k ir b — skaiciai). 

Teisingas ir atvirkščias teiginys: seka (a), išreikšta 
formule 

a = Еп +b 
(k ir b — skaiciai), уга aritmetiné progresija. 
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Raskime sekos (a,) (n + 1)-ojo ir n-tojo narių skirtumą. 
аа 9, = kn * 1) + b - (kn + b) = kn c k c b kn- Ь = К. 


n+l 
Vadinasi, su kiekvienu n teisinga lygybė а, = a, + k. Iš 
apibrėžimo aišku, kad seka (а) yra aritmetinė progresija, kurios 
skirtumas lygus k. 


e 343. Parašykite pirmuosius penkis aritmetinės progresijos 
(a,) narius, kai: 
ауа,-10,4 = 4; Ма,-1,7, d 2-02; с а, = —3,5, d = 0,6. 


e 344. Seka (b,) — aritmetinė progresija, kurios pirmasis na- 
rys b,, skirtumas d. Pirmuoju nariu b, ir skirtumu d išreikškite 
šiuos narius: 


a) b;; b) Б: с) b d)b e) 0,5; ВБ. 


e 345. Seka (с) — aritmetinė progresija. Raskite: 
а) c,, kai с, = 20 ir d = 3; 
b) c,,, kai c, = 58 ir d = -1,5. 
e 346. Seka (a,) — aritmetinė progresija. Raskite: 
a) ац, kai a, = —3 ir d = 0,7; 
b) а, kai a, = 18 ir d = –0,6. 
e 347. Raskite šios aritmetinės progresijos dešimtąjį ir n-tąjį 
narį: 


2317 k? 


217 


117 
26? 


a) QR. b) 3,8: 1; .... 


e 348. Raskite šios aritmetinės progresijos dvidešimt trečiąjį 
ir n-tąjį narį: 

a) —8; —6,5; ...; b) 11; 7; .... 

349. Per pirmaja sekunde künas nueina 7 m, o per kiekviena 


tolesne sekunde — 3 m daugiau negu per praéjusia. Kokj ats- 
{ита kūnas nueina per aštuntąją sekundę? 


350. Toldamas nuo stoties, traukinys tolygiai didino greitį 
50 m kas minutę. Koks traukinio greitis baigiantis dvidešimtai 
minutei? 


351. Kampo АОВ kraátinéje OA nuo viršūnės O atidėtos 
lygios atkarpos ir per jų galus nubrėžtos lygiagrečios tiesės 
(47 pav.). Atkarpos A,B, ilgis lygus 1,5 cm. Apskaičiuokite at- 
karpų А,В,, А,В, ilgį. 
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e 352. Raskite aritmetinės pro- 
gresijos (x,) pirmąjį narį, kai: 

а) х. = 128, а = 4; 

b) x, = —208, d = -T. 
e 353. Raskite aritmetinės pro- 
gresijos (y,) skirtuma, kai: 

а) y, = 10, y, = 22; 

b) у, = 28, y, = -21. 
e 354. Seka (с) — aritmetinė progresija. Raskite: 

а) c, kai c, = 26 ir d = 0,7; b) d, kai c, = -10 ir c „= 1,2. 

355. Tarp skaičių 5 ir 1 parašykite septynis skaičius, kurie 
su duotaisiais sudaro aritmetinę progresiją. 


356. Tarp skaičių 2,5 ir 4 parašykite keturis skaičius, kurie 
su duotaisiais sudaro aritmetinę progresiją. 

357. Raskite aritmetinės progresijos (с) pirmąjį narį ir skir- 
tumą, kai: 

8) c, = 27, c,, = 60; b) е, = 0, c, = -92. 

358. Raskite aritmetinės progresijos (х,) pirmąjį narį ir skir- 
tumą, kai x,, = —7 ir х, = 55. 

359. Ar &ie skaiciai yra aritmetinés progresijos 2; 9; ... nariai: 
a) 156; b) 295? 

360. Aritmetinés progresijos (а) a, = 32 ir d = —1,5. Ar 
pateikti skaiciai уга šios progresijos nariai: 

a) 0; b) -282 

361. Aritmetinés progresijos (x,) pirmasis narys lygus 8,7, 
o skirtumas lygus -0,3. Kurie progresijos nariai tenkina sąlygą: 

ax 20 bla < 0? | 

362. Raskite aritmetinës progresijos —20,3; -18,7; ... neigia- 
mu nariu numerius. Kam lygus pirmasis teigiamas šios prog- 
resijos narys? 

363. Seka (a,) išreikšta formule: 


а) a = Зп + 1; Оа =п+4 еа, = –0,5п + 1; 
b) a = п? – 5; ae, Es f a = бл. 
ý n+4 л 


Ar seka (a,) уга aritmetiné progresija? Jei taip, raskite jos 
pirmąjį narį ir skirtumą. 
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364. Įrodykite, kad trikampio, iškilojo keturkampio, iškilojo 
penkiakampio ir t. t. kampų sūmos sudaro seką, kuri yra arit- 
metinė progresija. Raskite jos skirtumą. 


Kartojimo pratimai 


365. Išspręskite lygčių sistemą 


Зх + y = 2, 

x? — y? = —12. 
366. Išspręskite lygtį: 
a) x? + 4x? - 32x = 0; b) x? — 10x? + 4x — 40 = 0. 
367. Išspręskite nelygybę: 

a) (2x — 1)(х + 8) > 0; b) (33 — х)(16 + 2х) < 0. 
368. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 

-3 5 
a) 1257 -25° ; gs E ; 
1 -3 

b) 0,0001 - (10?? - (0,1); d) 912) 81. 


17. ARITMETINÉS PROGRESIJOS PIRMUJU n NARIŲ 
SUMOS FORMULĖ 


Sakykime, kad reikia rasti šimto pirmuju natüraliuju skai- 
čių suma. Parodysime, kaip išspręsti tą uždavinį nesudedant 
skaičių. 

Ieškomąją sumą pažymėkime raide S ir parašykime du kar- 
tus: pirmą kartą išdėstykime dėmenis didėjimo tvarka, o antrą 
kartą — mažėjimo tvarka: 

S= 1+ 24 3 +... + 98 + 99 + 100, 

S = 100 + 99 + 98 +... + 3+ 2+ 1. 

Vieno ро kitu parašytų skaičių suma lygi 101. Tokių porų 
yra 100. Todėl, sudėję lygybes panariui, gausime: 

2S = 101-100, 

S= 101-100 


Vadinasi, 
1+2+8 +... + 99 + 100 = 5050. 
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= 5050. 


Panašiai samprotaudami, galime rasti bet kurios aritmetinëés 
progresijos pirmuju nariu suma. 

Aritmetinés progresijos (а,) pirmuju n nariu suma paZymé- 
kime S, ir ja parašykime du kartus: pirmą karta démenis sura- 
šykime ju numerių didėjimo tvarka, o antra karta — mažėjimo 
tvarka: 


tn 
lI 


Faj +. +a l, +а„ (1) 


n a, + a, n 
а,%а,, «Жажа, жа, (2) 
Progresijos nariu, parašytu vienas ро kitu, kiekvienos poros 


suma lygi a, + a,. I$ tikruju: 


a,+ a = (а, + d)+ (а – а) = а, +а,, 

а, + а, = (а, + 4) + (a. - 4) = а, +а = a+ a, 

a + аз = (а, + А)ғ(а,,- д) = а, +a = а + а, 
ir t. t. 


Tokių porų yra n. Todėl, sudéje panariui (1) ir (2) lygybę, 
gausime: 


25 = (a, + a. On. | 
Lygybés abi puses padalije i$ 2, gausime aritmetinés pro- 
gresijos pirmųjų n narių sumos formulę: 
s = (a, +a,)n . 
2 
Pateikiame pavyzdžių. 


(I) 


1 pavyzdys. Raskime aritmetinės progresijos 4; 5,5; ... 
pirmųjų trisdešimties narių sumą. 

Sios progresijos a, = 4, d = 1,5. Remdamiesi n-tojo nario 
formule, raskime jos trisdešimtąjį narį: 

a,=4+15 - 29 = 47,5. 

Dabar galime apskaičiuoti ieškomą sumą: 

g -@+#19-80_ ng, 

2 

Pabrėžiame, kad, žinant aritmetinės progresijos pirmąjį narį 
ir skirtumą, patogiau taikyti kitą sumos formulę. (I) formulėje 
progresijos narį a, pakeiskime jo išraiška a, + d(n — 1). Tada 
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ç = (a, +a, +d(n - 1)n 
n 9 , 
t.y. 

2a, *dn-D, 


2 (ID) 


S, = 
Taikydami (II) formule 1 pavyzdZio uZdaviniui spresti, skai- 
čiuotume taip: 


2.441,5.29 


83 = -30 = 712,5. 


2 pavyzdys. бека (а) išreikšta formule а, = 5n — 4. 
Raskime јоѕ pirmuju keturiasdešimties пагіц suma. 

Seka (а) yra aritmetinė progresija, nes ji išreikšta formule 
a, = kn + b (čia k = bir b = -4). 

Raskime pirmąjį ir keturiasdešimtąjį šios aritmetinės pro- 
gresijos narį: а, = 5 + 1-4 = 1, а, = 5 · 40 - 4 = 196. 

Pagal (I) formule apskaičiuokime 5,: 


S Ее. ж ES 40 зод. 


3 pavyzdys. Raskime suma 1 + 2 + 3 +... + n, kurios 
démenys уга visi natüralieji skaiciai nuo 1 iki n. 
Aritmetinei progresijai 1; 2; 3; .. pritaikykime formule 


S - (a, +a,)n . 
" 2 
142489 m = Л", 


4 pavyzdys. Raskime visų natūraliųjų skaičiaus 6 
kartotinių, ne didesnių už 250, sumą. 


KARLAS FRYDRICHAS GAUSAS (1777—1855) — vo- 
kiečių matematikas, astronomas, fizikas, geodezinin- 
kas. Ankstyvoje vaikystėje atsiskleidė jo gabumai. 
Daug nuveikė tyrinėdamas algebrą, skaičių teoriją, 
geometriją ir matematinę analizę. Jo darbai turėjo 
didelę įtaką plėtojant teorinę ir taikomąją matema- 
tiką, fiziką, astronomiją, geodeziją. 
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Natūralieji skaičiaus 6 kartotiniai sudaro aritmetinę pro- 
gresiją, kurią galima išreikšti formule a, = 6n. Norėdami išsi- 
aiškinti, kiek yra šios progresijos narių, ne didesnių už 250, 

2 
išspręskime nelygybę 6n < 250. Gausime n < = Vadinasi, rei- 
kia rasti 41 progresijos nario suma: 

а, -6, а„=6 · 41 = 246, 

d 
e 369. Apskaičiuokite aritmetinės progresijos (а,) pirmųjų še- 
šiasdešimties narių sumą, kai: 

a) а, = 3, а, = 57; b) a, --10,5, а, = 51,5. 

e 370. Raskite šios aritmetinės progresijos pirmųjų aštuonių 
narių sumą: 

a) -23; —20; ...; b) 14,2; 9,6;.... 

371. Apskaičiuokite pirmųjų devynių aritmetinės progresijos 
(б) narių sumą, kai: 

a) b, --17, d = 6; b) b, = 6,4, d = 0,8. 

e 372. Raskite sekos (x,) pirmuju penkiasdešimties, šimto, n 
nariu suma, kai: 

a) x, = 4n + 2; b) x, = 2n + 3. 

e 373. Aritmetinė progresija išreikšta formule a, = 3n + 2. 
Raskite pirmųjų dvidešimties jos narių sumą. 

374. a) Apskaičiuokite sumą 2 + 4 + 6 +... + 2n, kurios 
dėmenys yra visi lyginiai natūralieji skaičiai nuo 2 iki 2n. 

b) Apskaičiuokite sumą 1 + 3 + 5 +... + (2n — 1), kurios 
dėmenys yra visi nelyginiai natūralieji skaičiai nuo 1 iki 2n — 1. 


DIOFANTAS (III a.) — senovės graikų matematikas, 
gyveno Aleksandrijoje. Veikale „Aritmetika“ išdėstė 
algebros pradmenis, nagrinėjo algebrines lygtis, dau- 
giausia neapibrėžtąsias (vėliau jos buvo pavadintos 
diofantinėmis). Ieškojo tik teigiamų racionaliųjų jų 
sprendinių. Diofantinių lygčių teorija ir diofantinės 
aproksimacijos — taip dabar vadinamos dvi plačios 
šiuolaikinės skaičių teorijos šakos. Jo moksliniai dar- 
bai turėjo didelę įtaką matematikos raidai. 

7. 


375. Raskite suma: 

a) visu natüraliuju skaiciu, ne didesniu 
už 150; 

b) visu natūraliųjų skaičių nuo 20 iki 120 
imtinai; 

c) visų natūraliųjų skaičiaus 4 kartotinių, 
ne didesnių už 300; 

d) visų natūraliųjų skaičiaus 7 kartotinių, 
ne didesnių už 130. 

376. Aritmetinės progresijos pirmasis narys lygus 10, skir- 
tumas 3. Apskaičiuokite jos narių nuo penkioliktojo iki tris- 
dešimtojo imtinai sumą. 

377. Aritmetinės progresijos pirmasis narys lygus 21, skir- 
tumas lygus -0,5. Apskaičiuokite jos narių nuo šeštojo iki dvi- 
dešimt penktojo imtinai sumą. 

378. Aritmetinės progresijos (с) c, = 18,5 ir c, = -26,5. 
Apskaičiuokite pirmųjų dvidešimties šios progresijos narių 
sumą. 

379. Aritmetinės progresijos (b,) b, = 4,2 ir b,, = 15,9. Ap- 
skaičiuokite pirmųjų penkiolikos šios progresijos narių sumą. 

380. Kūnas per pirmąją sekundę laisvai nukrinta 4,9 m, 
o per kiekvieną tolesnę — 9,8 m daugiau negu per ankstesnę 
sekundę. Laisvai krisdamas kūnas per 5 s nuo kritimo pradžios 
pasiekė šachtos dugną. Apskaičiuokite tos šachtos gylį. 

381. Kokį atstumą laisvai nukris kūnas: 

a) septintąją sekundę nuo kritimo pradžios; 

b) per septynias sekundes nuo kritimo pradžios? 

. 882. Rutuliai sudėti trikampiu taip: pirmoje eilėje 1 rutulys, 
antroje — 2, trečioje — 3 ir t. t. (48 pav.). Į kelias eiles sudėta 
120 rutulių? Kiek reikia rutulių norint sudėti trikampį iš 30 
eilių? 


Kartojimo pratimai 

383. Aritmetinės progresijos a, = 8 ir а, = 12,8. Raskite a, 
ir d. 

384. Ar šie skaičiai yra aritmetinės progresijos 20,7; 18,3; ... 
nariai: 

a) -1,3; b) —3,3? 
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385. Išspreskite lygčių sistema: 


a) al + 95? = 13, b) [x? + y? = 29, 

Зху = 2; у? — 4x2 = 9. 
386. Išreikškite reiškini skaiciaus 5 laipsniu: 
a) 5" - 25; b) 125 - 5%3; . ©) 625 - 25”. 


Kontroliniai klausimai 


1. Pateikite pavyzdį sekos, išreikštos: a) n-tojo nario formule; 
b) rekurentine formule. Raskite pirmuosius penkis sekos narius. 

2. Apibrėžkite aritmetinę progresiją. Kokį skaičių vadiname 
aritmetinės progresijos skirtumu? 

3. Parašykite aritmetinės progresijos n-tojo nario ir pirmųjų 
n narių sumos formules. 


GEOMETRINĖ PROGRESIJA ||| 


18. GEOMETRINĖS PROGRESIJOS APIBRĖŽIMAS. | 
GEOMETRINÉS PROGRESIJOS n-tojo NARIO FORMULĖ 


Išnagrinėkime seką, kurios nariai yra skaičiaus 2 laipsniai 
su natūraliaisiais rodikliais: 

220% 2% 95.25 29 рыз 
Kiekvienas šios sekos narys, pradedant nuo antrojo, gaunamas 
padauginus prieš jį esantį narį iš 2. Та seka yra geomėtrinės 
progrėsijos pavyzdys. 

Apibrėžimas. Geometrine progresija vadinama 
nelygių nuliui skaičių seka, kurios kiekvienas narys, pra- 
dedant nuo antrojo, lygus prieš jį esančiam nariui, pa- 
daugintam iš nurodyto skaičiaus. 

Kitaip sakant, seka (b,) yra geometrinė progresija, jei su 
kiekvienu natūraliuoju л 

b £0ir b,, 
(q — kuris nors skaičius). Pavyzdžiui, paZymékime simboliu (b, ) 


=b q 
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skaičiaus 2 natūraliųjų laipsnių seką. Šiuo atveju su kiekvienu 
natūraliuoju n teisinga lygybė Б, = b.. 2; йа g = 2. 

Iš geometrinės progresijos apibrėžimo išplaukia, kad bet ku- 
rio jos nario, pradedant nuo antrojo, ir prieš jį esančio nario 
santykis lygus q, t. y. su kiekvienu natūraliuoju teisinga lygybė 

b 


Skaičius g vadinamas geomėtrinės progrėsijos vardikliū. 

Savaime aišku, kad geometrinės progresijos vardiklis ne- 
lygus nuliui. 

Norint apibūdinti geometrinę progresiją, pakanka nurodyti 
jos pirmąjį narį ir vardiklį. 

Pateikiame pavyzdžių. 

Kai b, = lir q = 0,1, gauname geometrinę progresiją 

1; 0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; .... 

Salygomis b, = —5 ir q = 2 apibūdinama geometrinė pro- 
gresija 

-Б; —10; -20; -40; -80; ... . 

Kai Б, = 2 ir q = —3, turime progresija 

2; —6; 18; —54; 162; ... . 

Kai b, = 8 ir q = 1, gauname geometrine progresija 

8; 8; 8; 8; 8; ... . 

Zinodami geometrinés progresijos pirmaji narj ir vardikli, 
galime nuosekliai apskaičiuoti antrąjį, trečiąjį ir apskritai bet 
kurį jos narį: 

Б, = 5,4, 

b, = 54 = (6,419 = 6,4, 

b, = bg = (6,99 = bg“, 

b. = 54 = (b gq = bg“. 

Panašiai įsitikiname, kad b, = 5,45, b, = bg“ ir t. t. Apskritai, 
norėdami apskaičiuoti b,, turime b, padauginti iš 477, t. y. 


Gavome geomėtrinės progrėsijos n-tojo nūrio formulę. 
Išspręskime keletą uždavinių taikydami šią formulę. 
1 pavyzdys. Geometrinės progresijos b, = 12,8 ir 


1 
4-2 Raskime b.. 
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Remdamiesi geometrinės progresijos n-tojo nario formule, 
rašome: 


b =128-( 


гу 8 1 2! 1 Í 


4) 10 4° 10:22 25.10 320 


2 pavyzdys. Raskime geometrinės progresijos (b ) 
aštuntąjį narį, kai b, = 162 ir b, = 18. I 

Zinodami pirmąjį ir trečiąjį geometrinės progresijos narį, 
galime rasti jos vardiklį. Kadangi b, = b,g?, tai 


2 b 18 1 
b 162 9 
Išsprendę lygtį 
1 
2- — 
q 9” 
gauname: 


1 1 
=— arba 4---. 
ааг! шиг 
Taigi egzistuoja dvi progresijos, atitinkančios uždavinio sąlygą. 
1 
Jei 9 = S tai 


7 
b =bg =162-[ 2 = 


3 


| 1 : 
Jei 4---, tai 


47 


Šis uždavinys turi du sprendinius: 
b, "t arba b, A. 
27 27 

3 pavyzdys. Slėgis inde 760 mm Hg. Kiekvienu siurblio 
stūmoklio judesiu iš indo išstumiama 20% jame esančio oro. 
Nustatykime, koks bus oro slėgis inde po šešių stūmoklio ju- 
desių. 

Kadangi kiekvienu stūmoklio judesiu iš indo išstumiama 
20% jame esančio oro, tai inde jo lieka 807. Norint sužinoti oro 
slėgį inde po stūmoklio judesio, pakanka padauginti prieš tai 
buvusio slėgio reikšmę iš 0,8. 
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Turime geometrine progresija, kurios pirmasis narys lygus 
760, o vardiklis lygus 0,8. Skaiéius, išreiškiantis oro slëg] 
(mm Hg) inde po šešiu stümoklio judesiu, уга septintasis tos 
progresijos narys. Jis lygus 

760 - (0,8)5. 

Apskaičiuokime šią sandaugą: 

760 . (0,8) = 200 (mm Hg). 


e 387. Raskite geometrinės progresijos (Б) pirmuosius penkis 
narius, kai: 


a) b, = 6, 4 - 2; с) 5, = -24, q = -1,5; 
S ss i! U Us gai 


e 388. Seka (с) yra geometrinė progresija. Jos pirmuoju nariu 
c, ir vardikliu q išreikškite: 


йы Bes Qa de 962 D 
e 389. Seka (х) — geometrinė progresija. Raskite: 
a) x,, kai x, =16, 4-2; c) x, „kai x = 4 2, q--42; 
1 


b) x,, kai x, =-810, 0-4: d) x, kai x, = 125, q = 0,2. 
e 390. Seka (b ) уга geometrinė progresija. Raskite: 


: 3. 2 
8) b,, kai ЭЭЛ ir 4-%% 


3 
b) b,, kai b, = 1,8 ir 2-3. 


e 391. Raskite septintąjį ir n-tajj šios geometrinės progresijos 
narį: 


a) 2; —6;...; с) -0,125; 0,25; ...; 
b) -40; -20, ...; d) -10; 10; ... 
e 392. Raskite šeštąjį ir n-tąjį geometrinės progresijos narį: 
а) 48; 12; ...; с) -0,001; -0,01; ...; 
64 32 | 
b) гээн 124 d) -100; 10:.... 


393. Trikampio АВС (49 pav.) vidurinė linija yra А,С,, tri- 
kampio A,BC, vidurinė linija — A,C,, trikampio A,BC, vidurinė 
linija — A,C, ir t. t. Trikampio ABC plotas lygus 768 cm*. Ap- 
skaičiuokite trikampio A,BC, plotą. 
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394. Raskite geometrinës ргорге- 
sijos (б) pirmąjį narį, kai: 

a) b, = 3, q = 3; 

b) b, =175, 4-22. 

395. Raskite geometrinės progre- 
sijos (с) vardiklį, kai: 

a) c, = -6, c, = -54; 3 

b) с, = 25, с, = 9. 49 рау. 


396. Seka (x) — geometrinė progresija. Raskite: 

a) x,, kai x, = 0,32, q = 0,2; b) q, kai x, = -162, x, = -18. 

397. Seka (5) — geometrinė progresija. Raskite: 

a) b, kai b, = 125, b, = 5; 

2 

b) 5, kai b, EL b, --2; 

с) b,, kai b, = -1, b, = -100. 

398. Tarp skaičių 2 ir 162 parašykite tris skaičius, kurie su 
šiais sudaro geometrinę progresiją. 

399. Geometrinę progresiją (x,) sudaro keturi nariai: 2, x;, 

1 š 
Хур? Raskite x, ir x,. 

400. Raskite šeštąjį geometrinės progresijos (b .) narį, kai 
b, = 6, b, = 24. 

401. Terminuotas indėlis taupomajame banke kasmet pa- 
didėja 3%. Į šį banką padėta 800 Lt. Koks bus šis indėlis po 3 
metų? 

402. Lygiakraščio trikampio kraštinė lygi 8 cm. Iš jo aukš- 
tinių nubraižytas antras trikampis, iš antrojo trikampio aukšti- 
nių — trečias trikampis ir t. t. Įrodykite, kad šių trikampių 
perimetrai sudaro geometrinę progresiją. Raskite šeštojo tri- 
kampio perimetrą. 

403. Į lygiakraštį trikampį, kurio kraštinė lygi 16 cm, įbrėž- 
tas kitas trikampis, kurio viršūnės yra pirmojo trikampio kraš- 
tinių vidurio taškai. Į antrąjį trikampį tokiu pat būdu įbrėžtas 
trečias trikampis ir t. t. Įrodykite, kad šių trikampių perimetrai 
sudaro geometrinę progresiją. Raskite aštuntojo trikampio pe- 
rimetrą. 
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Kartojimo pratimai 


404. Aritmetinës progresijos pirmasis narys lygus -45,6, 
o penkioliktasis narys lygus 2. Raskite pirmuju trisdešimties 
šios progresijos narių suma. 

405. Suprastinkite reiškinį: 

a) d^ pe b) ár = хаан c) 16 : 412 « 8", 

406. Taško (x; y), priklausančio lygties x? — у? = 30 grafikui, 
koordinačių suma lygi 5. Raskite šio taško koordinates. 

407. Išspręskite nelygybę: 

а) 2x? — 13x - 34 > 0; b) 10x — 4x? < 0. 


19. GEOMETRINĖS PROGRESIJOS PIRMUJU n NARIŲ 
SUMOS FORMULĖ 


Sena indu legenda pasakoja, kad šachmatų išradėjas už savo 
išradimą paprašęs tiek kviečių, kiek jų susidarys, jei ant pirmo 
šachmatų lentos laukelio padėsime vieną grūdą, ant antro — 
du kartus daugiau, t. y. 2 grūdus, ant trečio — dar du kartus 
daugiau, t. y. 4 grūdus, ir t. t. iki 64-ojo laukelio. Kiek grūdų 
turėjo gauti šachmatų išradėjas? 

Skaičius grūdų, apie kuriuos kalbama, lygus šešiasdešimt 
keturių geometrinės progresijos narių sumai. Sios progresijos 
pirmasis narys lygus 1, o vardiklis lygus 2. Tą sumą pažymė- 
kime raide S: 

S = 1+ 2+ 22 + 25+... + 2% + 28, 

Parašytosios lygybës abi puses padauginkime 18 progresijos var- 
diklio: | 

2S = 2 + 2? + 23 + 2* +... + 26 + 2%. 

18 antrosios lygybës atimkime pirmaja ir atlikime veiksmus: 


2S — S = (2 + 22 + 23 +... + 28 + 260) (1+2+2 +... + 2%), 

S = 26 — 1. 
Tu kviečių masė didesnė už trilijoną tonų. Tiek kviečių žmonija 
iki šiol dar neužaugino. 

Dabar išveskime bet kurios geometrinės progresijos pirmuju 
n narių sumos formule. Taikysime ta patį būdą, kaip ir apskai- 
čiuodami sumą S. 
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Sakykime, kad duota geometrinė progresija (b ). Jos pirmųjų 
n narių sumą paZymékime S: 

S =b +b,+b,+..+ b xb. (1) 
Sios lygties abi puses padauginkime 18 q: 

Sq = bb, + bg +... + b, q + bq. 
Kadangi I 

bg = b,, b,q = b,, bg = b,, ..., 5,4-2, 
tai 

Sq=b +b, +b,+..+ b + bg. (2) 

I$ (2) lygybés atimkime panariui (1) lygybe ir sutraukime 
panašiuosius narius: 

Sq—-S =(b,+b,+..+b +bq)-(b +b,+..+ b, „+ bz 
=bq- b, 

S.(q — 1) = 6,9 – b, 

Sakykime, kad q + 1. Tada 

S, == 5,4 b, . (D 
q-1 

Gavome geometrinės progresijos, kurios 4 * 1, pirmųjų n 
narių sumos formulę. Kai q = 1, visi progresijos nariai lygūs 
pirmajam nariui ir S, = nb,. 

Daugeliu atvejų patogu taikyti kitą geometrinės progresijos 
pirmųjų n narių sumos formulę. Į (I) formulę vietoj 5, įrašę jo 
išraišką b,g"“!, gausime: 


SAM = 46624) (II) 
g-1 


1 pavyzdys. Duota geometrinė progresija (b ), kurios 


S 


n 


b =3irq =: Raskime pirmuju dešimties Jos nariu suma. 


Kadangi Zinomas progresijos pirmasis narys ir vardiklis, tai 
sprendžiant patogu taikyti (II) formule: 


10 
ORECH 
Gunn 02 _ \1024 J „3 _„509 


4-1 L1. E 512  512' 
2 2 

2 pavyzdys. Apskaiciuokime suma 1 + x + x? +... + x" 

(x + 1), kurios dėmenys yra vienas ро kito einantys geometrinės 
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Sio 


1: 2025 23 
паг1а1. 

Pirmasis progresijos пагуз уга 1, o vardiklis lygus x. Ка- 
dangi x"-1 уга tos progresijos n-tasis narys, tai reikia rasti jos 
pirmuju n nariu suma. Taikysime (I) formule: 

x'".g-1 E ut! 
* x-1  <x-1 
Vadinasi, kai x z 1, tai 
n 
1+х+х?+...+х”7 = 2 = : 
x-1 
Šios lygybės kairiąją іг dešiniąją puse padauginkime iš x — 1. Gausime tapatybę 
x" — 1 = (x — 11 + x + x2 +... + х"). 
Pavyzdšiui, kai n = 2 ir п = 3, gauname Zinomas formules: 
х? — 1 = (x — 1)(x + 1), 
х — 1 = (x — 1)(x2 + x + 1). 


3 pavyzdys. Apskaičiuokime geometrinės progresijos 
(5,) pirmųjų šešių narių suma, kai b, = 12 ir b, = 48. 

Žinodami b, ir b., galime rasti progresijos vardiklį q: 

b; = ba = bg’, 


296, _ 48 _ 
b, 12 
Vadinasi, 


q = 2 arba q = -2. 
Taigi уга dvi progresijos, atitinkančios uždavinio sąlygą. 


бі... 296 _ 
Jei 4--2, tai b = e ir g = саш, D 3(-2 -D D 63. 
q q-1 -2-1 
` 6 
Jei 4-2, tai b, =3 ir S, - 35-2 189. 


e 408. Apskaičiuokite geometrinės progresijos pirmųjų penkių 
narių sumą, kai: 
1 1 
a) b, = 8, ge: b) b, = 500, 4-5. 
e 409. Raskite geometrines progresijs pirmuju šešiu nariu 
suma: 
a) 3; —6; ...; с) —32; —16; ...; 


b) 54; 36; ...; d) 1; 73 di uw 
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e 410. Apskaičiuokite geometrinės progresijos pirmųjų devynių 
narių sumą, kai: 
a) e, = —4, q = 3; b) c, = 1, q --2. 


411. [rodykite, kad seka (b ) yra geometrinė progresija, ir 
raskite jos pirmuju n nariu suma, kai: 


a) b, = 0,2 · 55 b b =3 · 21; c) b, = Зі", 
412. Raskite geometrinės progresijos pirmuju n narių sumą: 
ау215 9: 98% 58 d) 1; —x; x?; ..., kai x z -1; 
р) 2; 22; 25; .; е) 1; x?; xt; ..., kai x z +1; 

1 1 1 

ЖЫ ы ыы NAE — үй : Е 
c) 27 4” gt f) 1, х; +... kai x z 1. 


413. Apskaičiuokite geometrinės progresijos (b,) pirmųjų 
septynių narių sumą, kai: 

2 

а) b, = 72,9, q = 1,5; b) Жэн 

414. Apskaičiuokite geometrinės progresijos (x) pirmųjų 
penkių narių sumą, kai: 

1 1 

a) mcd. gs b) x, = 121,5, q --3. 

415. Geometrinës progresijos pirmasis narys lygus 2, o penk- 
tasis 162, jos nariai, kuriu numeriai nelyginiai, уга teigiami, 
o nariai, kurių numeriai lyginiai, — neigiami. Apskaičiuokite 
tos geometrinės progresijos pirmųjų šešių narių sumą. 

416. Geometrinės progresijos (b,) visi nariai yra teigiami, 
b,= 6 ir b, = 54. Raskite pirmųjų septynių jos narių sumą. 


Kartojimo pratimai 


417. Geometrinės progresijos (b,) b, = 0,012 ir q = 0,2. Ras- 
kite jos pirmąjį narį. Parašykite šios progresijos n-tojo nario 
formulę. 

418. Išskaidykite dauginamaisiais skirtumą: 


a) 9п+3 zc 2^; b) 3^4 = 3%; с) 95" — Bn-1 
419.. Išspręskite nelygybę: 
a) 1,5x — x2 < 0; b х 2-х-46»0. 
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20. NYKSTAMOSIOS GEOMETRINÉS PROGRESIJOS, 
KURIOS |q|< 1, SUMA 


Sakykime, kad atkarpos AB ilgis lygus 2 vienetams (50 pav.). 
Atkarpos AB vidurio tašką pažymėkime raide B,, po to šios 
atkarpos dešiniosios pusės vidurio tašką — raide B,, tada gautos 
dešiniosios atkarpos vidurio tašką — raide B, ir t. t. Atkarpų 
АВ, B,B,, B,B, ir t. t. ilgiai sudaro geometrinę progresiją, kurios 


1-2 
1 
vardiklis lygus 2 
‚1.1.1, 
> 9 ЕД 4 > 8 >> % 
Raskime šios progresijos pirmuju n nariu suma: 


n n n-1 `° 
1, _1 2 2 
2 2 
Neapibrėžtai didinant dėmenų skaičių n, trupmenos gi 


reikšmë artéja prie nulio. Iá tikruju: 


| КЕСУІ УІІ 
kai п = 10, tai элт 99 512 

: қөп о, Ro. 
kai n = 15, tai эл1 21 16384" 

А . 1 1 1 . 
kai п = 20, tai 217359 594288 Ш t. t. 


Kuo didesnis n, tuo labiau skirtumas 2- 2 


9^1 


priartéja prie 
Skaiciaus 2. | 
Vadinasi, kai п neaprėžtai didėja, geometrinės progresijos 

. 1 . 1 . 1 . 
Edu 
Skaičius 2 vadinamas  nykstamosios geométrines progrésijos 


ә pirmųjų n narių suma artėja prie skaičiaus 2. 


1 1 1 
11551054) bee i. Rašome: 
2/48 зита. Rašome 
1 1 1 
-m———————— кома а = 
y B, B, B,B,B есе tsa 2. 
50 pav. 


Šia lygybe lengva paaiškinti geometriškai: atkarpu AB,, 
B,B,, B,B,, В.В, ir t. t. suma lygi atkarpos AB ilgiui. 
Išnagrinėkime bet kokią geometrinę progresiją 
5; 6,9; 6,45 5,45... 
kurios |4|<1. 


Parašykime progresijos pirmųjų n narių sumos formulę: 
S 25d =D Р 
9-1 
Pertvarkykime šios lygybės dešiniosios pusės reiškinį: 
b(a” - 1) - Ьа" —Ь, - b, —b,q" = b, A b, 4 
4-1 4-1 1-4 1-9 1-4 
Vadinasi, 


n 


n 


Galima įrodyti, kad, neapibreZtai didėjant n, daugiklis 47, 


kai |g| < 1, artėja prie nulio. Vadinasi, ir sandauga > .q" ar- 
=q 
téja prie nulio. Todėl, neapibrėžtai didėjant n, suma S, artėja 


b, 


1-4. 


prie skaičiaus 


b 
Skaičius 1 vadinamas nykstamosios geomėtrinės progrė- 
sijos (b.), kurios q < 1, sumà. 


Tai galima užrašyti taip: 


b, * b bug? +...= 2 : 
1-4 
Progresijos (Б) suma pažymėję raide S, gausime formulę 
b 
S-—L-. 
1-4 


Pabrėžiame: jei lal 21, tai geometrinės progresijos pirmųjų n narių suma S, 
kai n neaprëštai didėja, neartéja prie jokio skaičiaus. Nykstamoji geometrinė pro- 
gresija turi suma tik tada, kai lal «1. 


1pavyzdy s. Raskime nykstamosios geometrinés pro- 


gresijos 12; —4; suma. 


2. 
gU 
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х. T 1 25 
Sios progresijos 4---, vadinasi, sąlyga 


3 
|4<1 tenkinama. Pagal formule S= 2- 
-4 
gauname: 
$e ай, 
51 pav. 1+ 1 
3 


2 pavyzdys. Duotas kvadratas, kurio kraštinė lygi 4 cm. 
Jo kraštinių vidurio taškai yra antrojo kvadrato viršūnės, 
antrojo kvadrato kraštinių vidurio taškai yra trečiojo kvadrato 
viršūnės ir t. t. (51 pav.). Raskime visų kvadratų plotų sumą. 

Lengva įsitikinti, kad kiekvieno kvadrato plotas lygus pusei 
pirmesnio kvadrato ploto. Taigi kvadratų plotų seka yra geo- 
metrinė progresija, kurios pirmasis narys lygus 16, o vardiklis 


1 А ӨН == M 
2' Raskime šios geometrinės progresijos suma: 


Vadinasi, visų kvadratų plotų suma lygi 32 cm2. 

Iš VIII klasės kurso žinome, kad kiekvieną racionalųjį skai- 
čių galima išreikšti begaline dešimtaine periodine trupmena. 
Norint išreikšti racionalųjį skaičių "T kurio m — sveikasis 
skaičius, n — natūralusis skaičius, begaline dešimtaine trup- 
mena, pakanka skaitiklį padalyti iš vardiklio. Atvirkščiai, kiek- 
viena begalinė dešimtainė trupmena yra racionalusis skaičius. 
Pateikiame pavyzdžių, kaip begalinę dešimtainę periodinę iš- 

m 
reikšti trupmena 3 taikant begalinės geometrinės progresijos 
sumos formulę. 

3 pavyzdys. Begalinę dešimtainę periodinę trupmeną 
0,(18) išreikškime paprastąja trupmena. 


Panašiai, kaip ir baigtines dešimtaines trupmenas, trupme- 
ną 0,(18) išreikškime suma: 


0,18) = 0,18 + 0,0018 + 0,000018 +... . 
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біов sumos démenys sudaro geometrine progresija, kurios 
pirmasis narys lygus 0,18, o vardiklis 0,01. Kadangi q = 0,01, 
tai |g| «1. Raskime &ios progresijos suma: 
_ 018 018 2 
| 1-001 099 11' 
Vadinasi, | 


2 
0,(18) = —. 
(18) TI 


Kiekvieną begalinę dešimtainę periodinę trupmena panašiai 
galima išreikšti paprastąja trupmena. 
e 420. Įsitikinkite, kad geometrinės progresijos vardiklis g ten- 
kina sąlygą |4<1, ir raskite tos progresijos suma: 


a) 9: 3; J; ы d) J3; -1; fev 
b) ЛЭН е) 242; 8: 418: 
4 4 4 3,5 

сізсіз ісе 3/5; 3; —5—;.... 

©) $' 25° 125 9 3/5 5 

e 421. Raskite nykstamosios geometrinës progresijos suma: 
1 1 1 3 

1;—; — <; 6; 24-2 — S 

a) 15107 100777 c) 278 

Меге д 4 2:2:-5, 
2 4 8 з 9 27 


422. Apskaičiuokite sumą, kurios dėmenys уга nykstamosios 
geometrinės progresijos (|а|< 1) nariai: 

a)l+ a+ a2 + aš + ...; c) 1 + a? + at + aê + ...; 

b) 1 — a + a2 — aš + ...; da-a*4aàa'—a? 4... 

423. Į apskritimą, kurio spindulys lygus 5 cm, įbrėžtas tai-. 
syklingas trikampis; į trikampį įbrėžtas apskritimas; į apskri- 
timą vėl įbrėžtas taisyklingasis trikampis ir t. t. Raskite ap- 
skritimų ilgių sumą ir skritulių plotų sumą. 

424. Į kvadratą, kurio kraštinė lygi 8 cm, įbrėžtas skritulys; 
į skritulį įbrėžtas antras kvadratas; į antrą kvadratą vėl įbrėž- 
tas skritulys ir t. t. Raskite visų skritulių plotų sumą. 

425. Išreikškite paprastąja trupmena skaičių: 

a) 0,(6); b) 0,(1); c) 0,(36); d) 1,(81); e) 0,2(3); f) 0,32(45). 

426. Išreikškite paprastąja trupmena skaičių: 

a) 0,(5); b) 1,(72); c) 0,4(6); d) 0,01(12). 
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Kartojimo pratimai 

427. Raskite geometrinés progresijos (x,) pirmuju šešiu nariu 
suma, kai x, = 0,375 ir x, = 0,75. 

428. Ar уга tokiu x reikémiu, su kuriomis funkcija y = 2x? + 
+ 4x įgyja reikšmę, lygią: a) 0; b) 30; c) —4? 

429. Raskite visas m reikšmes, su kuriomis nelygybė tei- 


singa nepriklausomai nuo to, koks yra x: 
а) 2x? - 4x + т > 0; b) mx? + 5x — 4 < 0. 


Kontroliniai klausimai 

1. Suformuluokite geometrinės progresijos apibrėžimą. Ką 
vadiname geometrinės progresijos vardikliu? 

2. Parašykite geometrinės progresijos n-tojo nario ir pirmųjų 
n narių sumos formules. 


3. Kam lygi nykstamosios geometrinės progresijos, kurios 
lg| «1, suma? 


PAPILDOMI III SKYRIAUS PRATIMAI 


7 paragrafas 
430. Seka (с) išreikšta formule: 


: | | (-1)771 
а) с = -Әп2 + Ч: с) с = -2,5 . 2^; e) с, = ; 
п # 4п 
100 1- CD" 
Бес еза = 
2%, n? -5! ) с, » ? f) с, 2n +1 


431. Parašykite kelis pirmuosius sekos (а) narius ir pri- 
taikykite n-tojo nario formulę, kai: 

a) (а) — natūraliųjų skaičiaus 5 kartotinių seka; 

b) (а) — seka natūraliųjų skaičių, kuriuos padalijus iš 5 
gaunama liekana 1. 


432*. Parašykite kelis pirmuosius sekos (y,) narius, kai: 
a) y, = —3, Уа Ул = 10;. с) У; = 1,5, Yn I = n; 
b) J, = 10, y . y, = 2,5; d) 3 = -4, d a Š y, = —л?. 


п+1 
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433. Raskite aritmetinés progresijos (а,) narius, paZymétus 
raidėmis: 

а) 3-19; -LLO @ ss 

b) а; =8,5; a; —4,5; as us us. 

434. Trikampio kra&tiniu ilgiai sudaro aritmetine progresija, 
o perimetras lygus 24 cm. Ar galima rasti nors vienos kraštinės 
ilgį? Kurias sveikąsias reikšmes gali įgyti trikampio kraštinių 
ilgiai, išreikšti centimetrais? 

435. Trikampio kampai sudaro aritmetinę progresiją. Įro- 
dykite, kad nors vienas to trikampio kampas lygus 60“. 

436*. Įrodykite šiuos teiginius: 

а) jei (а) — aritmetinė progresija, tai su kiekvienu n (n > 1) 


а А а, +а 
teisinga lygybė а„=——=——=+.; 


Ы) jei su kiekvienu natūraliuoju n (n > 1) skaičių sekos (а) 


a +а А š ТЭ, 
2-7, tai (a,) — aritmetinė pro- 


nariai tenkina lygybe a, = 
gresija. 

487%. Seka (а) — aritmetinė progresija. Аг pateikta seka 
yra aritmetinė progresija: 

а) G, 012 ..; 04,4 


Әд? **% 


с) 2a; 2а; „5 2G ; 


š š ? z * РАДОВЕ x 2 2 7. 
b) æ = 1; a, — 1; 4) a, = 1; ...; d) ai 185 1222 81247 


438. Seka (а,) — aritmetinë progresija. Raskite: 
kai a, =9,/3-2 ir 4-2-43, 

439. Kuris aritmetinės progresijos (а ) narys lygus: 
а) -2,94, kai a, = 1,26 ir d = -0,3; 

b) -9,7, kai a, = —3,7 ir d = -0,6? 


a) а,» 


b) a, kai a, = 


3 2 
440. Aritmetinés progresijos (Б) b, = 23 „d= s Ar pateikti 


skaičiai yra šios progresijos nariai: a) м7 b) 8,35 ? 


8. 
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441*. Raskite: 


a) pirma teigiama aritmetinës progresijos -05; EM 
narj; 

b) pirmą neigiamą aritmetinės progresijos 85; 82; ... narį. 

442. Jei (у) — aritmetinė progresija, tai: 

a) Y, + Уус Y, + Jg Б У,5 + a 3 Yu: 
Irodykite. 

443. Таге, kad d yra aritmetinės progresijos skirtumas, o х, 
ir x, — jos nariai, be to, m + n, jrodykite, kad d = Sr 


444. Seka (а) — aritmetinė progresija. Raskite: 
а) d, kai а, = 1,7 ir a, = 0; 
Ма,» Kai а, = 270 ir d = -3. 


445. Raskite aritmetinės progresijos pirmųjų dešimties narių 
sumą: 
2 3 
gta“ b) J3; J12;... 
446. Sumos dėmenys — vienas ро kito einantys aritmetinės 
progresijos nariai: | 
а) 2+6 + 10 +... + 198; 
b) 95 + 85 + 75 +... + (155). 
Raskite ta suma. 


a) 


447. Vienoje kampo kraštinėje nuo viršūnės atidėta dvylika 
lygių atkarpų ir per jų galus (išskyrus kampo viršūnę) nubrėžtos 
lygiagrečios tiesės, kertančios kitą jo kraštinę. Apskaičiuokite, 
kam lygi visų lygiagrečių atkarpų, esančių tarp kampo kraš- 
tinių, ilgių suma, kai trumpiausios jų ilgis lygus 3 cm. 

448*. Aritmetinės progresijos (а, ): 

a) d = -04, n = 12, а, = 2,4; raskite a, ir 5, 

b) a, = -35, d = 5, S, = 250; raskite n ir a,; 
c) 4-3, a, = 50, S, = 2525; raskite a, ir n; 
а) а, => а, --291, S = —450; raskite d ir n. 


n 
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449%. Raskite aritmetinės progresijos (x) pirmąjį narį ir 
skirtumą, kai x, = lir S, „= 4. 


450. a) Apskaičiuokite visų dviženklių skaičių sumą. 
b) Apskaičiuokite visų triženklių skaičių sumą. 


451. Apskaičiuokite sumą: 

a) visų lyginių natūraliųjų skaičių, ne didesnių už 200; 

b) visų nelyginių natūraliųjų skaičių, ne didesnių už 150; 

c) visų natūraliųjų skaičių, skaičiaus 3 kartotinių, priklau- 
sančių intervalui (100; 200). 


452*. Apskaičiuokite sumą: 

a) natūraliųjų skaičių, mažesnių už 100 ir nesidalijančių iš 3; 

b) natūraliųjų skaičių, didesnių už 50, bet ne mažesnių už 
150 ir nesidalijančių iš 5. 

453*. a) Raskite natūralųjį skaičių, kuris yra 5 kartus ma- 
žesnis už prieš jį esančių narių sumą. 

b) Raskite natūralųjį skaičių, kuris lygus prieš jį esančių 
natūraliųjų skaičių sumai. 


454*. Aritmetinė progresija 2; 5; ... . Jos nariai, kurių nu- 
meriai lyginiai, buvo pakeisti jiems priešingais skaičiais. Gauta 
seka (x,). Parašykite tos sekos n-tojo nario formulę ir apskai- 
čiuokite pirmųjų penkiasdešimties narių sumą. 

455*. Suprastinkite reiškinį: 

"a ИР x2.x4. ЖАПТЫ жи 
gx uxo suut by JT MT _ 

456*. Apskaičiuokite: 

a) visų teigiamų aritmetinės progresijos 8,2; 7,4; ... narių 
sumą; 

b) visų neigiamų aritmetinės progresijos —6,5; —6; ... narių 
sumą. 


457*. Aritmetinės progresijos S,, = 100, S,, = 900. Apskai- 
čiuokite pirmųjų keturiasdešimties jos narių sumą. 


a) 


458*. Raskite aritmetinės progresijos penkiasdešimtąjį narį, 
kai: 
а) S, = 1000, 5, = 10 000; b) S, = 0,5, S, = -81. 
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459. Seka (а, ) išreikšta formule: 

a) a, = 2n + 1; b) a, = 3 - n. 

Parašykite šios sekos pirmųjų л narių sumos formule. 

460*. Sekos (x,) pirmųjų п narių suma apskaičiuojama pagal 
formulę S, = n? — 8n. Ar seka (x,) yra aritmetinė progresija? 
Raskite tos sekos penktąjį narį. 

461*. Sekos (x,) pirmųjų п narių suma apskaičiuojama pagal 
formulę: 

a) S, = -n? + Зп; c) S, = п? + 2n – 8; 

b) S. = 2n? – 1; d) S, = 6n + 5. 

Ar seka (x,) yra aritmetiné progresija? 


8 paragrafas 


462. Raskite geometrinės progresijos (b,) narius, pažymėtus 
raidėmis: 

a) b,; b,; 225; -135; 81; b, ...; 

b) bs 54 55 36; 54; ... . 


463*. Seka (x,) — geometriné progresija. Ar pateikta seka 
yra geometrinė progresija: 


: “Ла 2255 2208: wake 

aa kl k ele) 4 klasi Q) 5 дұры €. jo 
1 . 1 d; 1 i 9 

b) Se. Hed Mk oi d) x xU P 


464. Ar yra trys tokie skaičiai, kurie sudaro ir aritmetine, ir 
geometrinę progresiją? 

465*. [rodykite šiuos teiginius: 

a) jei (b,) yra geometrinė progresija, tai su bet kuriuo n > 1 
teisinga lygybė 52-06, 5 

b) jei nelygių nuliui skaičių sekos (b ) su bet kuriuo natū- 
tai (б) — geo- 


n+l? 


raliuoju n > 1 nariai tenkina lygybę b? =Ь„_Ь 
metrinė progresija. 


п+1 °> 


466. Ar seka (х,) yra geometrinė progresija, kai: 
а) х = 2"; с) х, = nš; 
b) x, = 37; d) x, = ab^, йаа + 0, b + 0? 
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467. Zinomas geometrinës progresijos (b) pirmasis narys b, 
ir vardiklis g. Raskite b , kai: 


а) b = =, 9= =, n=8; b) b, = 24-6, n-5. 
468. Geometrinës progresijos penktasis narys yra 135, o de- 


. 4 5 : . 220812: у; 
vintasis пагуѕ lygus 3 . Raskite tarp ju esančius šios progresijos 
narius. 

469. Seka (b ) — geometrinė progresija. [rodykite: 

a)jei b, > 0 ir q > 1, tai kiekvienas sekos narys didesnis už 
prieš jį esantį; 

b) jei b, > Oir 0 <q < 1, tai kiekvienas sekos narys mažesnis 
už prieš jį esantį; 

c) jei b, < 0 ir q > 1, tai kiekvienas sekos narys mažesnis už 
prieš jį esantį; 

d) jei b, < Oir 0 « q < 1, tai kiekvienas sekos narys didesnis 
už prieš jį esantį. 

Pateikite kiekvieno atvejo pavyzdžių. 

470. (а) — geometrinė progresija. [rodykite, kad: 

a) a, ` a, = G, ` Q5 

471. Jei b, ir b, — geometrinés progresijos nariai, o jos 
vardiklis q, tai b, = 5,47%”. Įrodykite. 

472*. Geometrinės progresijos (x,): 


уа а заса 


n+8 n п+5` 


1 1 
а) Цаа n=5, 8, = raskite x, ir x,; 
b) x, = 11, x, = 88, S, = 165; raskite q ir n; 


1 1 21 
— 5 = = S, = —; 1 1 Ж 
c) x, Да 64 raskite n ir xg 


4 а= 43, x, -18/3, S, - 26/3 +24; raskite x, ir n. 
473“. Sekos (x,) pirmųjų n narių suma apskaičiuojama pagal 
3 

formulę S, grid -1). Įrodykite, kad seka (x,) yra geometrinė 
progresija. Raskite g ir x,. 

474*. Geometrine progresiją sudaro 15 narių. Jos pirmųjų 

; : 11 . : : 1 

penkiu nariu suma 64; ° tolesniu penkiu suma lygi ЭРЭ? Ар- 
skaičiuokite paskutinių penkių progresijos narių suma. 
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475. Suprastinkite reiškini pritaike geometrinës progresijos 
pirmųjų n narių sumos formulę: 

a) l + x+ x2+ x3 + xt, kai x z 1 r xz 0; 

b) 1-— x+ x2— xš + xt- х5 + х6, kai x z —1 ir x #0. 

476. Raskite nykstamosios geometrinës progresijos suma: 

EW MN BESTES 

a) 3 J2 2’ > b) ИГРЕ с 

477. Apskaičiuokite nykstamosios geometrinės progresijos 
sumą: 

a) 1 + sin 30? + sin? 30° + sin? 30? + ...; 

b) 1 — cos 30° + cos? 30? — cos? 30° + ... . 


478". Seka (b ) уга nykstamoji geometrinė progresija, kurios 


2 
4- g' Raskite: 


a) b, kai S = 4,5; 5 s. b, =12. 


479. Nykstamosios geometrinės progresijos antrasis narys 
lygus 18, o jos suma 81. Raskite trečiąjį narį. 

480. Begalinę dešimtainę periodinę trupmeną išreikškite pa- 
prastąja trupmena: 


a) 2,01(06); b) 5,25(21); c) 0,00(1); d) 0,28(30). 


481*. Į apskritimą, kurio spindulys R, įbrėžtas kvadratas; 
į tą kvadratą įbrėžtas apskritimas; į apskritimą vėl įbrėžtas 
kvadrats ir t. t. Raskite sumą: a) apskritimų ilgių; b) skritulių 
plotų; c) kvadratų perimetrų; d) kvadratų plotų. 


482*. Į taisyklingąjį trikampį, kurio kraštinė a, įbrėžtas ap- 
skritimas; į jį įbrėžtas taisyklingasis trikampis; į trikampį vėl 
įbrėžtas apskritimas ir t. t. Raskite sumą: a) trikampių pe- 
rimetrų; b) trikampių plotų; c) apskritimų ilgių; d) skritulių 
plotų. 
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$ 9. LAIPSNINE FUNKCIJA 


21. LYGINĖS IR NELYGINĖS FUNKCIJOS 


ЮУ " 1 
Palyginkime funkcijos f(x)- s = -x° reikšmes, kai argumen- 
to reikšmės yra priešingi skaičiai, pavyzdžiui, kai x = 3 ir x = —3: 
1 1 1 
3)--.34-32--.81-9-1-, 
f(3) 3 8 3 


1 4 ЭЛЭЭЖ”. 
Хаагий -(-8) “т 34-3 zr 
Matome, kad /(—3) = /(3). Bet kurias kitas priešingas ar- 
gumento reikšmes atitiks funkcijos lygios reikšmės. 
Iš tikrųjų: 


f(-x) = i (-х)* - (—х)? = E -x? t. y. f(-x) = f(x). 


Be to, ši funkcija turi tokią savybę: kad ir kokia būtų ar- 
gumento reikšmė x, jai priešingas skaičius —x taip pat priklauso 
funkcijos apibrėžimo sričiai. Tuomet sakoma, kad funkcijos 
apibrėžimo sritis yra simetriška nulio atžvilgiu. 

Tokias savybes turinčios funkcijos vadinamos lýginėmis 
fùnkcijomis. 
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Apibrėžimas. Lygine funkcija vadinama funkcija 

= f(x), kurios apibrėžimo sritis yra simetriška nulio 

atžvilgiu ir su kiekviena argumento x reikšme teisinga 
lygybė 

f(x) = f(x). 

52 paveiksle nubraižytas funkcijos Ра) = za -x° grafikas. 
Jis simetriškas y ašies atžvilgiu. 

Kiekvienos lyginės funkcijos grafikas simetriškas or- 
dinačių ašies atžvilgiu. Iš tikrųjų: jei Ax) — lyginė funkcija, 
tai priešingas argumento reikšmes x ir — atitinka ta pati funk- 
cijos reikšmė y, o taškai (x; y) ir (x; y) yra simetriški ordinačių 
ašies atžvilgiu. 

Dabar palyginkime funkcijos g(x) = x? — 4x reikšmes, kurios 
atitinka priešingas argumento reikšmes, pavyzdžiui, x = 5 ir 
х= —5: 

g(5) = 53 —4 · 5 = 125 - 20 = 105, 

g(-5) -(-53-4-(-5) = -125 + 20 = -105. 

Matome, kad g(-5) = —g(5). Kai argumento reikšmės уга bet 
kurie priešingi skaičiai, ši funkcija įgyja priešingas reikšmes. 
Iš tikrųjų: 

g(—x) = (—x)š — 4 (—x) = =x? + 4x = — (xš — 4x), t. y. 

gx) = -g(x). 
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Funkcijos g apibreZimo sritis simetriška nulio atšvilgiu. 

Funkcijos, turincios tokias savybes, vadinamos nelyginemis 
fünkcijomis. | 

Apibrėžimas. Nelygine funkcija vadinama funkcija 
y = g(x), kurios apibrėžimo sritis simetriška nulio atžvil- 
giu ir su kiekviena argumento x reikšme teisinga lygybė 


8(-х) = -g(x). 


58 paveiksle nubraižytas funkcijos g(x) = x3 — 4x grafikas. 
Jis simetriškas koordinačių pradžios atžvilgiu. 

Kiekvienos nelyginės funkcijos grafikas simetriškas 
koordinačių pradžios atžvilgiu. Iš tikrųjų: jei у = g(x) — 
nelyginė funkcija, tai bet kurias priešingas argumento reikšmes 
xir —x atitinka funkcijos priešingos reikšmės y ir —y, o taškai 
(x; y) ir (-x; —у) yra simetriški koordinačių pradžios atžvilgiu. 

Su lyginėmis ir nelyginėmis funkcijomis jau susidūrėme. Pa- 
vyzdžiui, formulėmis y = ax? ir у= |х| išreikštos funkcijos уга 


k 
lyginės. Funkcijos y = x?, y = kx, у= уга nelyginés. 


Atkreipiame dėmesį į tai, kad ne kiekviena funkcija уга lygi- 
nė arba nelyginė. Pavyzdžiui, funkcijos у = Зх + 1, y = х* + x, 
y= x, у=(х- 1) nėra nei lyginės, nei nelyginės. 


e 483. Įrodykite, kad ši funkcija yra lyginė: 


1 

= y4 = -3х6: = : 

а) р(х) = xf; b) р(х) xS; с) р(х) ИГ 
ө 484. Įrodykite, kad ši funkcija yra nelyginė: 
a) g(x) = x5; с) g(x) = A 
b) g(x) = —4x3; d) g(x) = xx. 
485. Kurios šių funkcijų yra lyginės ir kurios — nelyginės: 
a) Ax) = 3x*- x? + 5; d) Ax) = x? + x + 1; 
b) Ax) ex" + 20; e) fz) =—J; 
X ` 

с) Ax) -5х- 1; f) Дх) = (х — 3) + (x + 3)? 
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486. Kurios šių funkcijų yra lyginės ir kurios — nelyginės: 


а) g(x) = 5х?; c) glx) = ica 
b ё(х) --х + 5; d) g(x) = (x — 2)?? 


487. Funkcijos apibréZimo sritis уга intervalas [—3; 3]. Jos 
grafiko dalis pavaizduota 54 paveiksle. Nubraižykite šios funk- 
cijos grafiką, kai: 


, 


a) f — lyginė funkcija; b) f — nelyginė funkcija. 

488. Funkcija g intervale (0; +оо) įgyja tik neigiamas reikš- 
mes. Kokias reikšmes funkcija įgyja intervale (—ee; 0), kai: 

a) g — lyginė funkcija; b) g — nelyginė funkcija? 

489. Tam tikros funkcijos apibrėžimo sritis yra intervalas 
[-2; 2]. Jos grafiko dalis pavaizduota 55 paveiksle. Nubraižykite 
šios funkcijos grafiką, kai ji: 

a) lyginė; b) nelyginė. 

Raskite funkcijos nulius ir intervalus, kuriuose funkcija įgy- 
ja teigiamas reikšmes ir kuriuose — neigiamas. 


Kartojimo pratimai 


490. Suprastinkite reiškinius: 


6a^b?.8a^b* | Б (-3x°y)* -25x°y° 
a (ғау | ) (15x5y*)? : 
491. Palyginkite: 
a) 185 ir 126; b) 544 іг 36°; c) 45? ir 67, 
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492. Išspreskite lygčių sistema: 


a) he + Ту = 5, b) (25 + y) —10(х— у) = 8, 
15х — 4y = 50; 5(x — y) + Ax + y) = 1. 
493. Išreikškite trupmena: 
—2x+10 16 3y+18 15у +57 
ii Б-г 1 s. 
а 3 TN 218,426 542 


x?-10x425 3x-15 


22. FUNKCIJA y = х" 


Išnagrinėkime funkciją, išreikštą formule y = x", kurios x — 
nepriklausomas kintamasis, o n — natūralusis skaičius. Tokia 
funkcija vadinama láipsnine funkcija su natūraliuoju rodikliū. 

Laipsnines funkcijas, kai n = 1, 2 ir 3, t. y. funkcijas y = x, 
у =x ir y = х3, jau išnagrinėjome. Žinome jų savybes ir grafikus. 

Dabar išsiaiškinsime laipsninės funkcijos savybes ir jos gra- 
fiko ypatumus, kai n — bet kuris natūralusis skaičius. 

Reiškinys x", kai n — natūralusis skaičius, turi prasmę su 
kiekvienu x. Todėl laipsninės funkcijos su natūraliuoju rodikliu 
apibrėžimo sritis yra visa realiųjų skaičių aibė. 

Pirmiausia išnagrinėkime atvejį, kai rodiklis п — lyginis 
skaičius. Kai n — lyginis skaičius, funkcijos y = x" savybės 
panašios į funkcijos y = x? savybes. 

1 Jei x = 0, tai y = 0. Funkcijos grafikas eina per ko- 
ordinačių pradžią. 

2. Jei x #0, tai y > 0. Mat ir teigiamo, ir neigiamo skaičiaus 
lyginis laipsnis yra teigiamas skaičius. Funkcijos grafikas yra 
pirmame ir antrame koordinatiniame ketvirtyje. 

3. Funkcija yra lyginė. Kai n — lyginis skaičius, lygybė 
(х) = x" teisinga su visomis x reikšmėmis. Funkcijos grafikas 
simetriškas ordinačių ašies atžvilgiu. 

4. Funkcija didėja intervale [0; жо) ir mažėja intervale 
(—°; 0]. 

Iš tikrųjų, sakykime, kad x, > x, > 0. Jei x, = 0, tai savaime 
aišku, kad x; » xj. Jei x, > 0, tai, panariui sudaugine n vienodų 
nelygybių x, > x,, gauname teisingą nelygybę x! > х". Taigi in- 
tervale [0; +) funkcija didėja. Tarkime, kad x, ir x, priklauso 
intervalui (—ee; 0] ir x, < x, € 0. Tada —x, > —, 2 0 ir jau įrodėme, 
Кай (-х,) > (-х,)”. Kadangi n — lyginis, tai x; > х". Vadinasi, 
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intervale (-о; 0] funkcija mažėja. Taigi, didėjant argumentui х, 
funkcijos grafikas į kairę nuo koordinačių pradžios leidžiasi 
žemyn, о į dešinę — kyla į viršų, 


5. Funkcijos reikšmių sritis yra neneigiamųjų skaičių 


aibė. 


Įsitikinome, kad su bet kuriuo x ir lyginiu n funkcija y = x" 


įgyja neneigiamas reikšmes. Galima įrodyti, kad kiekvienas ne- 
neigiamas skaičius yra laipsninės funkcijos su natūraliuoju ro- 
dikliu, kai x > 0, reikšmė. Vadinasi, funkcijos reikšmių aibė — 
intervalas 10, +). Funkcijos grafiką kerta bet kuri tiesė 
y = a, kai а > 0. Kai a < 0, tiesė у = a nekerta grafiko. 


56 paveiksle pavaizduoti funk- 
cijų y = x2 Ir y = x* grafikai. 57 
paveiksle — funkcijos y = x", kurios 
rodiklis n lyginis, grafikas. 

Dabar išnagrinėkime laipsninės 
funkcijos su natūraliuoju nelyginiu 
rodikliu savybes. Jos panašios į 
funkcijos y = x3 savybes. 

1. Jei x = 0, tai y = 0. Funk- 
cijos grafikas eina per koordinačių 
pradžią. 

2. Jei x > 0, tai y > 0; jei x < 0, 
tai y < 0. Funkcijos grafikas yra 
pirmame ir trečiame koordinatinia- 
me ketvirtyje. 


3. Funkcija yra nelyginė. Mat, kai n — nelyginis, su bet 
kuria x reikšme teisinga lygybė (-x)" = —x". Funkcijos grafikas 
yra simetriškas koordinačių pradžios atžvilgiu. 

4. Funkcija didėja visoje apibrėžimo srityje. 

Kad funkcija didėja intervale [0; +), įrodoma panašiai kaip 
laipsninės funkcijos su lyginiu rodikliu didėjimas šiame inter- 
vale. 

Įrodysime, kad funkcija didėja ir intervale (—; 0]. Tarkime, 
kad x, ir x, priklauso nurodytam intervalui ir x, > x,. Tada 0 < 
< —, < —x,. Kadangi —, > 0 ir —, > 0, tai (—х„)" < (-x,)". Kadangi 
n yra nelyginis, darome išvadą, kad -x; <-x; . Iš čia x; > хг. 
Taigi funkcija didėja ir intervale (—; 0]. Kai x, < 0, o x, > 0, tai 
aišku, kad x; > х’. Vadinasi, funkcija didėja visoje apibrėžimo 
srityje. Didėjant argumentui x, funkcijos grafikas kyla į viršų. 


5. Funkcijos reikšmių sritis yra visa realiųjų skaičių 
aibė. 

Tokią išvadą darome remdamiesi 1—3 savybėmis ir teiginiu, 
kad kiekvienas neneigiamas skaičius yra laipsninės funkcijos 
su natūraliuoju rodikliu (kai x 2 0) reikšmė. Funkcijos grafiką 
kerta bet kuri tiesė y = a. 

58 paveiksle pateikti funkcijų y = x? ir y = x? grafikai, o 59 
paveiksle — funkcijos y = x" grafikas (čia rodiklis п — nelyginis, 
didesnis už 1). ә 
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b) 
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494. Funkcija išreikšta formule 
у=х" y = x“. Jos reikšmę, atitinkančią 
аас да x = 8; 0; —5, palyginkite su nuliu. 

495. Funkcijos y = x*? reikšmę, 
atitinkančią x = —9; 0; 7, palygin- 
kite su nuliu. 

496. Funkcija išreikšta formule 
fx) = x? Palyginkite: 

a) A3,7) ir f (4,2); 

b) A-5,2) ir A-6,5); 

с) А-7) іг Д6); 


59 pav. d) f(31) ir f(-28). 


497. Funkcija išreikšta formule g(x) = xš5. Palyginkite: 
a) 8(8,9) ir g(7,6); 

b) g(-4,6) іг g(-5,7); 

c) g(-10) ir g (7); 

d) g(-63) іг g(63). 


498. Palyginkite: 

a) L2* іг 1,55 

b) 0,84 ir 0,75; 

с) 0,9“ ir 1; 

d) (-3,2* ir (-3,4)*; 
e) 0,35 іг 0,85; 


499. Palyginkite: 


a) 5,7? іг 5,43; d) 1,6* ir 1,8%; 
b) 4,1)? ir (-4,2); е) (-5,3) ir (-4,2); 
с) 0,8? ir (-1,3)% f) 2,15 ir 8,1%. 


500. Ar funkcijos y = х° grafikas eina per tašką A(3; 243); 
B(-3; 243); C(5; 3125)? 


501. Ar priklauso funkcijos y = x? grafikui taškas: A(2; 128); 
B(-2; -128); C(-3; 2187)? 
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502. Naudodamiesi skaičiuotuvu, raskite funkcijos y = x? 
reikšmę 0,01 tikslumu, kai: 

a) x = 0,72: b) x = 2,6; c) x = -3,4. 
e 503. Nubraižykite scheminį funkcijos grafiką: 

a) y = x$; б) Ул! 

b) y = x"; d) y = x°. 
e 504. Kuriuose koordinatiniuose ketvirčiuose yra funkcijos 
grafikas: 

a) y = х*; b) y = 32299 
ө 505. Remdamiesi 57 ir 59 paveikslu, išsiaiškinkite, kiek 
sprendinių turi lygtis: 

а) 15 = 2; c) x? = -3; 

р) x3* = 0; d) x?! = —7. 
e 506. Pagal funkcijos y = x* grafiką (60 pav.) nustatykite x 
reikšmę, kurią atitinka: 


а) у = 5; b) y = 3,5; 

с) y = 
e 507. Remdamiesi grafiku (žr. 
60 pav.), išspręskite lygtį: 

а) x* = 6; b) x* = 8,5. 
ө 508. Grafiškai išspręskite lyg- 
tį: 

а) х= 2; b) x° = 4; 

с) x? = —5. 


509. Nurodykite kurią nors 
argumento reikšmę, su kuria 
funkcijos y = x? reikšmė didesnė 
už 28, 108; 1012: 1018, 

510. Nurodykite kurią nors 
argumento reikšmę, su kuria 
funkcijos y = x? reikšmė mažesnė 
už -35 —105; —10?!. 

511. Duota funkcija f(x) = x’. 
Apskaičiuokite skirtumą /1)- 
- O, B- А, B- Д2): 


Palyginkite gautus rezultatus. 


60 pav. 
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512. Medinio kubo briauna 10 cm, masė 700 g. Išreikškite 
formule šio kubo masës т (gramais) priklausomybe nuo jo 
briaunos ilgio x (centimetrais). NubraiZykite šios priklausomy- 
bés grafika. Remdamiesi juo, raskite: 

a) kubo mase, kai briauna lygi 2 cm; 5 cm; 

b) kubo briauną, kai masė lygi 30 g; 100 g. 


Kartojimo pratimai 

513. Remdamiesi funkcijos y = x? grafiku, išspręskite lygtį: 

a) х = x + 1; b) x? 2 2x; c) x? = 2x + 1. 

514. Apskaičiuokite geometrinės progresijos (с) pirmųjų try- 
likos narių sumą, kai c, = 81, q = 3. 


515. Duotos funkcijos y = x? — х6, y = х9 – x5, у= x" — x5, 


y=— 2 5 Nurodykite, kurios ju уга: 
x + х^ +1 3 
a) lyginės; b) nelygines. 
516. Suprastinkite reiškinį: 
„442 БӨ» t, 4x*-49 — 1 2147 
a 1«y y-1 1«y' 2x45 4х°+14х Ax! -10x- 


517. Ar priklauso funkcijos у= үх grafikui taškas A(144; 
12); B(169; -13); C(-100; 10)? 


Kontroliniai klausimai 


1. Apibrėžkite lyginę ir nelygine funkciją. I$vardykite šių 
funkciju grafiku savybes. 

2. Kokia funkcija vadinama laipsnine funkcija su natüra- 
liuoju rodikliu? 

3. Išvardykite laipsninės funkcijos su lyginiu rodikliu savy- 
bes. Schemiškai pavaizduokite šios funkcijos grafiką. 

4. Išvardykite laipsninės funkcijos su nelyginiu rodikliu sa- 
vybes ir jas įrodykite. Schemiškai pavaizduokite šios funkcijos 
grafiką, kai n > 1. 
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23. n-tojo LAIPSNIO ŠAKNIES APIBRĖŽIMAS 


Jau žinome, kad kvadratine šaknimi iš skaičiaus а vadi- 
namas toks skaičius, kurio kvadratas lygus a. Panašiai api- 
brėžiama bet kurio natūraliojo л laipsnio šaknis. 


n-tojo laipsnio šaknimi iš skaičiaus a vadinamas toks 
skaičius, kurio n-tasis laipsnis lygus a. \ 


Pavyzdžiui, penktojo laipsnio šaknis iš 32 yra skaičius 2, 
nes 25 = 32; ketvirtojo laipsnio šaknis iš 81 yra skaičiai 3 ir 
—3, nes 34 = 81 ir (-3)* = 81. Antrojo laipsnio šaknį iš skaičiaus 
įprasta vadinti kvadratine šaknimi, o trečiojo laipsnio — kubine 
šaknimi. 

Išnagrinėkime laipsninę funkciją y = x" su nelyginiu laipsnio 
rodikliu л (61 pav.). Kiekvieną skaičių a atitinka vienintelė x 
reikšmė, kurios n-tasis laipsnis lygus a. Ši reikšmė yra n-tojo 
laipsnio šaknis iš a. Ją užrašome taip: Ja (skaitome: n-tojo 
laipsnio šaknis iš a). Skaičių n vadiname šakniės rodikliū, o 
reiškinį po šaknies ženklu — рд айлд rėiškiniu. 

Pateikiame pavyzdžių. 

Užrašas 3) -125 reiškia kubinę šaknį iš -125. Pagal šaknies 


=x" 
y=x; n- nelyginis 


h-nelyginis 


61 pav. 
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apibrėžimą 3/-125 2-5, nes (—5)° = 
n-lhyginis —125. Užrašas 1[ 80 reiškia septin- 
tojo laipsnio šaknį iš 80. Skaičius 
1 80 yra iracionalus. Jo reikšmė 
0,01 tikslumu lygi 1,87. 

Dabar išnagrinėkime laipsninę 
funkciją y = x" su lyginiu rodikliu n 
(62 pav.). Kiekvieną skaičių a > O ati- 
62 pav. tinka dvi priešingos x reikšmės, ku- 
riu n-tasis laipsnis lygus а. Kai а = 0, toks skaičius уга tik 
vienas (skaičius 0); kai a < 0, tokių skaičių nėra. Kitaip sakant, 
jei n — lyginis skaičius ir a > 0, yra dvi n-tojo laipsnio šaknys 
iš teigiamojo skaičiaus a. Tos šaknys — priešingieji skaičiai. 
Kai a = 0, n-tojo laipsnio šaknis iš a lygi nuliui. Kai a < O ir 
n — lyginis skaičius, n-tojo laipsnio šaknis iš a neegzistuoja. 


-Ja 0 


Kai n — lyginis skaicius, neneigiamoji n-tojo laipsnio šaknis 
iš а žymima ženklu :/ a. Neigiamoji n-tojo laipsnio šaknis iš а 
(kai a > 0) žymima taip: – У а. Reiškinys Уа, kurio a < 0 ir 
n — lyginis skaičius, neturi prasmės. 

Pavyzdžiui, užrašas $/ 64 reiškia neneigiamą šeštojo laipsnio 
šaknį iš 64. Rašome $/64 =2, nes 2 — neneigiamas skaičius ir 
25 = 64. 

Kai n = 2, šaknies rodiklis nerašomas. 

Taigi, kai n — nelyginis skaičius, reiškinys У а turi 
prasmę su bet kuria a reikšme; kai n — lyginis skaičius, 
reiškinys у a turi prasmę tik su a 2 0. 

Iš n-tojo laipsnio šaknies apibrėžimo išplaukia, kad su vi- 


somis a reikšmėmis, su kuriomis reiškinys 7/ a turi prasmę, tei- 


n 
singa lygybė ({/ а) =a. 
Kai а > 0, reiškinys У а visada (ir kai n lyginis, ir kai n 
nelyginis) turi prasmę. Jo reikšmė уга neneigiamas skaičius, 
vadinamas aritmétine n-tojo láipsnio šaknimi iš skaičiaus a. 
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Apibrėžimas. Aritmetine n-tojo laipsnio šaknimi 
iš neneigiamo skaičiaus a vadinamas neneigiamas skai- 
čius, kurio n-tasis laipsnis lygus a. 

Nelyginio laipsnio šaknį iš neigiamo skaičiaus galima iš- 
reikšti to paties laipsnio aritmetine šaknimi. Pavyzdžiui: 


ў - =-3/8, nes  -8=-2 ir -3/ 8=-2. 


Apskritai, jei a teigiamas ir п — nelyginis skaičius, tai 


n-tojo laipsnio šaknies ženklas vartojamas lygties x" = a 
sprendiniams užrašyti. Pateikiame pavyzdžių. 

l pavyzdys. Išspręskime lygtį x5 = 7. 

Sios lygties šaknys yra skaičiai, kurių šeštasis laipsnis ly- 
gus 7. Tokie yra du skaičiai: $/7 ir -417 (2т. 62 рау.). 

2 pavyzdys. Išspręskime lygtį x* = 81. 

Lygtis turi dvi šaknis: 

x =-/81=-3 ir х,-4/81-3. 

3 pavyzdys. Išspręskime lygtį x? = 5. 

Lygtis turi vienintelę šaknį (žr. 61 pav.). Si šaknis yra skai- 
čius, kurio trečiasis laipsnis lygus 5, t. y. 35 à 

4 pavyzdys. Išspręskime lygtį x? = -50. . 

Lygtis turi vienintelę šaknį (Zr. 61 pav.). Si šaknis уга skai- 
čius, kurio penktasis laipsnis lygus —50, t. y. x = 5 — 50. Šaknį 
& -50 išreiškę aritmetine šaknimi, gauname: -i/ 50. 


518. Įrodykite, kad: 


a) skaičius yra aritmetinė ketvirtojo laipsnio šaknis iš is 

b) skaičius 3 yra aritmetinė kubinė šaknis iš 27; 

с) skaičius —2 nėra aritmetinė ketvirtojo laipsnio šaknis iš 16; 

d) skaičius 0,1 nėra aritmetinė penktojo laipsnio šaknis 
iš 0,0001. 
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519. Įrodykite, kad teisinga ši lygybė: 


a) J 361 =19; е) 91-і; 
b) 3/ 343 =7; f) 0-0; 
1 1 

61— = — • - —2— i 
ТЕ 2 g) (7-4/3-2-43, 
d) š IU h) J9-4/5 245-2. 

e 520. Raskite reiškinio reikšmę: 
| 1 

a) 4/16; 9-5 8)3/-0,027: 
b) $ 32; e) 4 5l h) 4/ 0,0625. 


c) 1; f) 1 34; 


e 521. Apskaičiuokite: 
16 
q 512; = 
a) % 512: е) 625 
b) y 1331; f) y 0,00001; 


58 

: Hs 

c) 0; g) 4 817 
d) 1-128, h) 5 115. 


522. Remdamiesi funkcijos 
y = x? grafiku (63 pav.), raskite: 

a) 3/5; c) 3-1, 

b) 3 - 4; d) 3/2. 

523. I$ funkcijos y = x* gra- 
fiko (žr. 60 pav.) raskite: 

a) +2; b) 4 5: с) 8. 

524. Ar priklauso funkcijos 
у-4х grafikui taškas: 

E(81; 3; F(81; -3; K(-16; 
63 pav. —2); L(0,0001; 0,1)? 
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525. Ar priklauso funkcijos у= х grafikui taškas: 
A(8; 2); B(216; 6); C(27; -3); D(-125; -5)? 


526. Nurodykite du vienas po kito einančius sveikuosius 
Skaicius, tarp kuriu уга skaicius: 


a) 3 3,5, с) 49: 

Б) 3/ 20; 4) 4 52. 

527. [vertinkite reiškinio 3/ x reikšme, kai: 

a) 1 < x < 8; . b)-1 < x < 1; с)-27 < x < 0. 


528. [vertinkite reiškinio Af x reikšmę, kai: 
а)0<х<1; b) 1 < x < 81; c) 256 < x < 625. 


529. Ar turi prasme šis reiškinys: 

a) š/ -19; c) 4-5: e) s c2*; 

b) 1/- 0,28; d) šJ C3»; f) J c»? 
e 530. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


a) 4/-32, d) -43/27; g) 12-6 3/ 0,125; 
b) 1/-1, e) 4 32 «3/-8; h) 1+10 40,0081. 
с) -24/ 81; f) 4| 625 -3/ 125; 


e 531. Išreikškite n-tojo laipsnio šaknį iš neigiamo skaičiaus 
aritmetine to paties laipsnio šaknimi: 


а) -31; b) 4/-17: c) 4-2: 4) 4-6. 
e 532. Apskaitiuokite: 
a) š - 125; c) -54/16; e) š -3Ž + 225; 
b) $0; d) -33/ - 64; f) 3416-4427. 
e 533. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 
a) (/ 102; ocdi2; esos. g) - d 253; 
b) (3/75); 4) 24725; 0 24C31 h) § 64. 
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ө 534. Apskaičiuokite: 
а) (47); c) (21/3)*; е) 475, g) 9 392; 
bo-s;  ece25 syer; m-qyer. 
€ 535. Su kuriomis а reikšmėmis teisinga lygybė: 
а) [а =a; b) fat --ар с) а? =a? 


e 536. Išspręskite lygti: 


a) х? = 27; d) x* = —16; 8)х8--3, ЮК) х + 8 = 
b) xš = —27; e) xš = 7; h) xê = 11; ) х5-1- 
с) x! = 16; f) х3--7, i) xŠ = 0; m)x*41c- 


e 537. Raskite lygties šaknis: 


а) 16х* – 1 = 0; d) 0,02х6 — 1,28 = 0; 
1 
b) 8^ 54-0; e) 0,333 — 2,4 = 0; 
3 , 3 
с) —0,01xš + 10 = 0; f) p Ires. 
e 538. Išspręskite lygtį: 
a) х5 = 8; d) x!° + 6 = 0; 
b) х" = -5; e) 0,0333 + 0,81 = 0; 
c) x*— 19 = 0; f) 16х* — 625 = 0. 


Kartojimo pratimai 
539. Nubraižykite funkcijos grafika: 
a) у = (х — 2) b) у=-ух°+5; c) y = 2x2 + 5x. 
540. Išspreskite lygti: 
x 8 14 - y 1 17 


x-2 x+5 x'-3x-10 2y-3 y+7 2у-11у-21 


a) 


541. Suprastinkite reiškinį: 
| а-5 s] 3a -18 


a? -5a+25. а +125) 2a? -10a4 50 
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24. ARITMETINÉS n-tojo LAIPSNIO ŠAKNIES 
SAVYBÉS 


Žinome tokias aritmetinės kvadratinės šaknies savybes: ` 


ji a 2 0ir b 20, tai Jab=„Ja- J b; 
jei a > 0 ir b > 0, tai EA 
күр 


Panašias savybes turi aritmetinë n-tojo laipsnio šaknis ir 
tuomet, kai п > 2. 


1 teorema. Jei a 20 ir b 2 0, tai Уаь-Ҹа-ЧЬ. 
Sakykime, kad a > 0 ir b > 0. Tada kiekvienas iš reiškinių 


y ab ir if a fb turi prasme. 

Įrodysime, kad tenkinamos dvi sąlygos: 

1) У//а-4/520 ir 2) G a-y b)" = ab. 

Reiškinio Jafo reikšmė neneigiama, nes pagal aritme- 
tinés šaknies apibrėžimą уа>0 ir ур 20. Be to, n-tasis san- 
daugos 3/a-}/b laipsnis lygus ab: 

a-f by = (3 a)" -f b)" = ab. 

Todėl pagal aritmetinės n-tojo laipsnio šaknies apibrėžimą 


lygybė 5 ab = Га . if b yra teisinga. 
Įrodytoji teorema teisinga ir tada, kai pošaknio dauginamųjų 
yra daugiau negu du. Pavyzdžiui, jei a 2 0, b > 0 ir c > 0, tai 


M abc =Уа:УЬ. с. Iš tikrųjų: 
y abc = tJ (able =} ab Je = а: b - Nc. 


Taigi aritmetinė n-tojo laipsnio šaknis turi tokią savybę: su 
bet kuriuo natūraliuoju n šaknis iš neneigiamų daugi- 
namųjų sandaugos lygi šaknų iš tų dauginamųjų san- 
daugai. 

a Ҹа 

2 teorem a. Jei a 20 ir b » 0, tai V Wy 

Įrodoma panašiai kaip 1 teorema. 
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Taigi aritmetinės n-tojo laipsnio šaknies antra savybė tokia: 
šaknis iš trupmenos, kurios skaitiklis neneigiamas, o var- 
diklis teigiamas, lygi šaknies iš skaitiklio ir šaknies iš 
vardiklio dalmeniui. 


а Na "ЛЭГ Je 
Jei lygybiu У ab =a- fb ir Р EL kairiąsias ir deši- 
niąsias puses sukeisime vietomis, gausime lygybes, išreiškian- 


баз aritmetiniu n-tojo laipsnio šaknų daugybos ir dalybos tai- 
sykles: 


Mf а-4/ b -1/ ab, kai a 2 0 ir b 2 0; 
ир kai Oir b>0 
Jo Б? ala > О 1 b > 0. 


Pateikiame nagrinétu savybiu pritaikymo pavyzdšiu. 


l pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinio 4/ 16-81 reikšmę. 
Remdamiesi šaknies traukimo iš sandaugos teorema, rašome: 


416.81-416. 4 81= 2.3 = 6. 
2 pavyzdys.Sudauginkime šaknis 72 ir y 4. 


(3 A4 {сї - 8-2 


' 10 
3 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinio 1257 reikšme. 


Remdamiesi šaknies traukimo iš trupmenos teorema, rašome: 


[210 64:96 4 1 
27 27 327 8 8 


Išnagrinėkime kitas n-tojo laipsnio šaknies savybes. Pra- 
dėkime nuo pavyzdžio. Palyginkime reiškinių J 3/64 іг $/ 64 


reikšmes: 


у Ува = J 4 -2, s[ 64 = $J 2° =2. 


Matome, kad šių reiškinių reikšmės lygios, t. y. 
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3 teorem a. Jei a 2 0, tai {а = "tf a (n, k — паїй- 
ralieji skaiciai). 

Kadangi a 2 0, tai rei&kiniai а ir Ҹа turi prasmę ir 
yra neneigiami. Be to, 


nk n k | 
(444) -(444) | „(Va = 
Vadinasi, pagal aritmetinės šaknies apibrėžimą lygy- 
bė sJ Ка ="/а уга teisinga. 


4 teorema. Jei a > 0, tai "| a"* =} a" (n, kir m — 
natüralieji skaiciai). 
Remdamiesi 3 teorema, rašome: 


mi ат E" М amk =} | (a")* E ал р 

Irodéme dar vieną aritmetinės n-tojo laipsnio šaknies sa- 
vybę: padauginus arba padalijus šaknies rodiklį ir po- 
šaknio reiškinio laipsnio rodiklį iš to paties natūraliojo 
skaičiaus, šaknies reikšmė nepasikeičia. 

Ši šaknies savybė kartais vadinama pagrindine šaknies 
savybe. 

Pateikiame 3 ir 4 teoremos pritaikymo pavyzdį. 


4 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį y 2/2 : 
Ikële dauginamaji 2 po kvadratinës šaknies Zenklu, gau- 
name: 


Pagal šaknies traukimo iš šaknies teorema 


Pritaike pagrindine šaknies savybe, gauname: 


{2 = /2. 


Taigi 


137 


542. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


| 1 
a) 8-27; e) š E 


b) 4/16 0,0001; f) $| 64. — x 
8 
c) 4 625-16; g)i 195” 
| 19 
d) 4/ 0.0016.81; h) 5 “Таг 


543. Apskaičiuokite: 


8 
a) 1 59-27: с) į 0,21°.101°; е) ` 587 


78 59 59 
р) 1 3€ d) ў 29 E 150“ 


544. Raskite šaknies reikšmę: 


1 
а) šJ i с) | ӨМІ» а) 
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0, 125 916 


b) i 


545. Apskaitiuokite: 


546. Apskaičiuokite: 


54 
а) 3/ 75-45; b) 4 54.24; с) $ 025 
547. Apskaičiuokite: 
a) 44.44; с) У 2572 473, е) ЕЛЕ ЕЕ 
b) 135.25; а) 55.4 25-55: 0 4 J17+3- 4] 17-3. 


548. Apskaičiuokite trupmenos reikšmę: 
354. ЧЕН 7956. 4/ 2500 
4%” "ув 90 9 


e 549. Apskaičiuokite: 


Jš 48 
a) /20.//5; b 4(38:3-48:27, © Ty que 


550. Išreikškite vienanariu šį reiškinį (raidėmis pažymėti 
neneigiami skaičiai): 


a) J25a2; Ъ) 8) 868; с) 4 8104; 0) 5 32x”. 


551. Iškelkite dauginamąjį prieš šaknies ženklą (raidėmis 
pažymėti neneigiami skaičiai): 


a) / 9x; с) J 2553: e) У 250099; 

b) J 125; d) /злс®; f) + 16255. 

552. Įkelkite dauginamaji po šaknies ženklu: 

a) 3 / 2; "B e) 542, b «0; 
b) 53/3; d) af 5, a >0; © с 302, c20. 


553. Iškelkite dauginamąjį prieš šaknies ženklą: 
a) 4/ 16c; c) 4 50x?, х> 0; 


b) 3/ 27y; d) 4 баё, а<0. 


554. Įkelkite dauginamaji po šaknies ženklu: 


а) 2/83; b)23/5; "E d) a3/ 2, a > 0. 


555. Išreikškite trupmena šį reiškinį: 


a2 
ЕТЕР е) g 4 20; 
94 59 Ғ) 4 %,5<0; 

9 
ДЕ: 915 

7 


d) 4 gh h) 4 


3? ъз, 5 > 0. 
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556. Pertvarkykite reiškini, kad gautute sandauga a b, 
kurios a — racionalusis skaičius, b — natūralusis skaičius: 


a) E m b) 2. с) ER d) ЯР е) _18_ 
45” 2” 43” 8 49 ' 9216” 
557. Pertvarkykite reiškinį, kad gautute sandaugą aJ b, 
kurios a — racionalusis skaičius, b — 277! skaičius: 
8. 12 6 4 


dicta Ше = d) docta 5. 
[8 "ns 9) үе (7) Va 

558. Suprastinkite reiškinį: 

NET d) хх; g) 75, 

b) y 42; e) 3 m3| m? ; h) Y 42; 


с) 43; © [рї р?; i) а. 


559. Suprastinkite reiškinį: 


a) У 43; с) as[ a; e) 4 855, 
b) 444: d) 4 тт; 041414. 


560. Apskaičiuokite naudodamiesi natūraliųjų skaičių kvad- 
ratų lentele: 


a) 4 1296, b) 4 4096; c) 4 6561. 


561. Palyginkite skaicius: 

a) 48 ir 3, с) 3/12 ir 11; е) J2 ir 3J2 /2 ; 
b) 3/7 ir $/48 ; d) 4/23 ir 3/2? ; f) 45 V2 ir 415. 
562. Nustatykite skirtumo Zenkla: 

а) /6-/5; 45-14) «44-43: 43-42. 


563. Irodykite, kad 810 reiškinio reikšmë уга racionalusis 
Skaicius: 


9-445 “94445. m Em 5-242 
a) 9445 9-4/5” = 5-242. 54242 
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564. Suprastinkite reiškinį: 
a) (3-2,6) «(8-2/6) ; 
b) (v «2/10 + 7- 2/10 ) | 


565. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


a)4«2/2.34-2/2; b) J4+JT-4/23-8,/T. 


Kartojimo pratimai 


566. Suprastinkite reiškinį: 
| a-b 1 a+b | (a+b). 
a) | 


a!-ab а? -° (b-a) b ° 


1 38 | 3 Jf, _4у-1 
9) 2541 8/31 4y'-2y*1) (^ 2у+1/ 
567. Raskite geometrinės progresijos (с) penktąjį narį, kai: 
a) a =З/3, a Tg: Janti q- 48; 
b) o =/3+/2 4-/3-/%2; д) с = J2, q-s[6. 
568. Išspręskite lygtį: 
а) х* = 36; Ы х5 = 1024; с) х? = /2. 


569. [rodykite, Каа su kiekviena a reikšme teisinga nelygybe: 
a) at + 1 2a?+ a; b) at — 2a? — 8а + 16 > 0. 


Kontroliniai klausimai 


1. Pateikite n-tojo laipsnio šaknies ir n-tojo laipsnio arit- 
metinės šaknies apibrėžimus. 

2. Išvardykite n-tojo laipsnio aritmetinės šaknies savybes ir 
vieną ju irodykite. 
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25. LAIPSNIO SU TRUPMENINIU RODIKLIU 
APIBREZIMAS 


Žinome, kad reiškinys a", kurio а # 0, turi prasmę, kai n — 
sveikasis skaičius. Pavyzdžiui, (-8) yra sandauga penkių dau- 
ginamųjų, kurių kiekvienas lygus —3. Skaičius 2-5 reiškia skaičių, 
atvirkštinį laipsniui 25. SusipaZinsime su laipsniu, kurio rodiklis 
ne sveikasis, o trupmeninis skaičius. 

Jei a > 0, m — sveikasis skaičius, о п — natūralusis skaičius, 


m 
tai lygybė у а” =a” yra teisinga, kai m, dalijasi iš n. Tai 
išplaukia iš aritmetinės šaknies apibrėžimo. Pavyzdžiui, 
21 
151-57-53, nes (59) = Б?!. Jei tarsime, kad ši lygybė teisinga 
7 : . т ЭС 455 v : ; 
іг tuo atveju, Каі еты trupmeninis skaicius, tai visos laipsnio 


su sveikuoju rodikliu savybės tiks ir laipsniui, kurio pagrindas 
teigiamas, o rodiklis — trupmeninis skaičius. Sitai įrodysime 26 
skyrelyje. 


š ЭРЭГ қ ioa ° m 
Apibrėžimas. Jei a — teigiamas skaičius, o — — 
n 
trupmeninis skaičius (m — sveikasis skaičius, n — па- 
tūralusis skaičius), tai 


a^ үа". 

3 13 13 8 1 a 
маа GI Ры 
Laipsnis, kurio pagrindas lygus nuliui, apibrėžiamas tik 

su teigiamu trupmeniniu rodikliu: jei — — teigiamas trup- 
meninis skaičius (m ir п — natūralieji), tai о” = 0. 
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Neigiamo pagrindo laipsnis su trupmeniniu rodikliu ne- 
3 


1 1 
nagrinėjamas. Tokie reiškiniai, kaip (-2)4, (-8) 3, 0 2, neturi 
prasmés. 

Jau Zinome, kad yra daug büdu kiekviena trupmeninj skai- 
čių išreikšti trupmena, kurios skaitiklis — sveikasis skaičius, 
o vardiklis — natūralusis skaičius. Pavyzdžiui, trupmeninį 
skaičių 0,75 galima išreikšti trupmena taip: 


3 6 9 12 


n 8 тә? 16 1r t. t. 


> 5 


Laipsnio su trupmeniniu rodikliu r reikšmė nepriklauso nuo 
to, kokia trupmena parašytas skaičius r; reiškiant trupmeninį 
skaičių r įvairiais sveikojo ir natūraliojo skaičiaus santykiais, 
visada gaunamas tas pats rezultatas. Pavyzdžiui, 


6 3 
28 =3/25 -4/ 23 =24. 


Įrodysime tai bendruoju atveju. 

Sakykime, kad a > 0, m — sveikasis skaičius, n ir k — 
natūralieji skaičiai. Remdamiesi laipsnio su trupmeniniu rodikliu 
apibrėži п ir pagrindine šaknies savybe, rašome: 


Laipsnio, kurio pagrindas yra teigiamas, o rodiklis — trup- 
meninis skaičius, apytiksles reikšmes galima rasti skaičiuotuvu, 
pavyzdžiui, „Электроника B3-36“. Šis skaičiuotuvas turi 25 
klavišus. Iš jų 22 klavišais galima atlikti dvi operacijas. Viena jų 
pažymėta pačiame klaviše, kita — virš jo. Atliekant operacijas, 
pažymėtas klavišuose, skaičiuotuvas veikia normaliuoju režimu. 
Virš klavišų pažymėtos operacijos atliekamos nuspaudus klavišą 
. Tuomet skaičiuotuvas veikia sutapdinimo režimu. Baigus 
operaciją, jis vėl pradeda veikti normaliuoju režimu. | 

Laipsnio reikšmė apskaičiuojama sutapdinimo režimu nu- 


spaudžiant klavišą ЕН! | 


1 pavyzdys. Apskaičiuokime laipsnio 3,4825 reikšmę. 
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Pirmiausia reikia surinkti skaičių 3,48 (laipsnio pagrindą y), 
paspausti klavišą (skaičiuotuvas pradeda veikti sutap- 
dinimo režimu) ir klavišą , po to skaičių 2,5 (laipsnio rodiklį 
x) ir klavišą [=] . Indikatoriuje (šviesos ekrane) pamatysime 
rezultatą. Skaičiavimo programa yra tokia: 


зав [EJF] 25 [7]. 
Apskaičiavę sužinome, kad laipsnio 3,48?? apytikslė reikšmė 
yra 22,591658. 


2 
2 pavyzdys. Apskaičiuokime laipsnio 1,437 reikšmę. 
Čia laipsnio rodiklis yra ne dešimtainė trupmena (kaip 1 
pavyzdyje), o paprastoji. Todėl, surinkę laipsnio pagrindą — 


skaičių 1,43 ir nuspaudę klavišus [Fir skaičių E turime 
išreikšti de&imtaine trupmena: 2 padalyti 18 7. Si operacija at- 
liekama klavi&ais (atidaromuoju skliaustu) ir (užda- 
romuoju skliaustu) ir gaunamas tarpinis rezultatas. Skaičiavimo 
programa tokia: 


1,43 2[+]7 DI [= J. 


Apskaičiavę gauname: 1,1075969. 


Jei skaičiavimo rezultato modulis mažesnis už 0,0000001 
arba didesnis už 99 999 999, skaičiuotuvas pateikia atsakymą 
a · 10", kurio 1 <a < 10 ir -99 < n < 99. Skaičiaus a ženklas 
yra pirmoje iš kairės skiltyje, skaičiaus a skaitmenys — nuo 
2-osios iki 9-osios skilties imtinai, o eilės ženklas — 10-oje skiltyje, 
eilės skaitmenys — 11-oje ir 12-oje skiltyse. 


ө 570. Laipsnį su trupmeniniu rodikliu pakeiskite šaknimi: 
2 1 3 
а) 83, 32, 5 4, 9295, 708; 
з „5 °2 
b) x4, y 4, 67, 575. m3; 
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1 1 3 5 
3 3 5 73 -1,5. 
с) (2a)3, 2a?, ах5, xy 2, -b""; 


2 2 2 3 -2 2 
d) (x —y)3, x3 – уз, 3(а+0)*, 4a ? +ax3. 


571. Laipsni su trupmeniniu rodikliu pakeiskite šaknimi: 


1 3 1 „1 1 1 3 
а) 72, 124 293, 87 4, c) 5a3, (254, -с4; 
„2 
1\ ° 1 3 1 1 
b) O в d) xy?, (х+у)5, х? + y?. 


e 572. Aritmetine šakn; pakeiskite laipsniu su trupmeniniu 
rodikliu: 


а) ү18; 0125, TE Жүгі i) 4 зай: 
а 
-2 
b) 4175, Ф) 81, TOK h) Tr k) 4а? b. 
x 


e 573. Aritmetine šakni pakeiskite laipsniu su trupmeniniu 
rodikliu: 


10. 


a) /5, У 17°, 438, ут, 0,27; 
b) Уа*, s[ a9, d 5^5, Y5, аъ. 


574. Apskaiciuokite: 

1 -1 21 al 4 
а) 492; с) 4 2; e) 9 2; g) 0,008 š; 

1 -1 212 3 7 

b) 10003: а) 8 3; f) 016 2; h) 32) Р 
575. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 

1 a 3 E 
a) 1 с) 25 2; е) 0,162; g) 0,001 3; 


1 E 1 
b) 258: 4)32°;  f)0,6475; h) 0,0083. 
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576. Apskaičiuokite skaičiuotuvu laipsnio reikšmę. Rezultatą 


suapvalinkite iki tūkstantųjų: 
2 
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a) 2®%, с) 1,483; е) 185; g) 3/ 5,812; 
b) 0835; 4) 225%; | f) 12,45; h) 4 4275. 
574. Ar turi prasmę „reiškinys: 

a) 53; c) 23 7 е) 0. с 

b) C 19; d) 0%; f) (Бу? 


578. Raskite reiškinio apibrėžimo sritį: 
1 
a) х2; 
1 3 
579. Įvertinkite reiškinių x^ ir x^, reikšmes, kai: 


a) 0 < х < 81; 2-1 ай 
625 
b 1 < x < 16; d) 0,0001 < x < 10 000. 
1 
580. Nubraišykite funkcijos y= x2 grafika. 
581. Palyginkite: 
1 1 1 1 
a) 2? ir 32; c) 5? ir 55; 
1 1 1 2 
b) 0,32 ir 0,52; d) 7? ir 7$. 


Kartojimo pratimai 


582. Parašykite laipsniu, kurio pagrindas x: 


si x P(x?)* . à x(x ?)8 . 
xix? ? (x8) 3 4 
х5(х 7) (x*) Aem 
b) — d) Ғ 
х°х (x2)° 
583. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 
„28 „50499. 
9167" 07 7.952 ' 
32:37” 81? -107 
® 2D Va 


1 
b) (y- 13: "o ауыт; е) (c- 53. 


584. Stačiojo trikampio vienas statinis 1 dm trumpesnis už 
kitą. Sio trikampio plotas lygus 10 dm?. Apskaičiuokite trikampio 
įžambinę 0,1 dm tikslumu. 

585. Viena rombo įstrižainė 2 cm ilgesnė už kitą. Rombo 
plotas lygus 12 cmž. Apskaičiuokite rombo kraštinę 0,1 cm tiks- 
lumu. i 


26. LAIPSNIO SU RACIONALIUOJU RODIKLIU SAVYBĖS 


Jau Zinome laipsnio su sveikuoju rodikliu savybes. Kai laips- 
nio pagrindas teigiamas, tos savybės būdingos ir laipsniui su 
racionaliuoju rodikliu. Išvardysime jas. 

Jei a — bet kuris teigiamas skaičius, o p ir g — bet 
kurie racionalieji skaičiai, tai 


apaq = ағ", (1) 
q? : aq ағ", (2) 
(3) 

Be to, jei а > 0 ir b > 0, o p — racionalusis skaicius, tai 
(ab) = œb, (4) 
(5) 


[rodysime, kad teisinga (1) lygybé. Pirmiausia parodysime, 
kaip ji jrodoma atskiru atveju. 


Sakykime, kad 2-2. 4-2. Irodykime, Каа 


21 2,1 
ašaš =a3 5, 


2 1 
Trupmenas 3 ir 5 subendravardikliname. Tuomet 


2 
3 


аа =a 


1 3 
Kadangi 45-14 a"? ir a” = 1 а?, tai pagal aritmetinės šak- 
nies savybę 


10 3 
а 15 .а15 = 15] 019 ау аз = Ja”. 3 == TR 
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Šaknį pakeitę laipsniu su trupmeniniu rodikliu, gauname: 


13 
15/ a? =a. 


21 13 3 2 
Vadinasi, а3а5-а5. Tačiau = = = + =. Todėl 
15 3 5 
2 1 2-1 
21 2,1 
asas -аЗ 5. 


Irodysime, kad (1) lygybė teisinga bendruoju atveju. 
Racionaliuosius skaičius p ir q išreikškime trupmenomis su 


vienodais vardikliais: p= — ir q= 23, kuriu skaitikliai b ir m — 
n n 
sveikieji ot o vardiklis n — natüralusis ты Тада 
k+m k m 
= ыы 
аға! E ЕР; A а" =} а а-а" "req =d" Зи 
Vadinasi, а?а” = а?**. 
Iš (1) savybės išplaukia, kad su kiekvienu teigiamu a ir 
racionaliuoju p 
а? =—. 
а? 
Iš tikrųjų, а? а? = a? = 1. 
(2) savybė išplaukia iš (1) savybės ir dalmens apibrėžimo. 
Įrodysime, kad teisinga (3) lygybė, t. y. kad 
(ар) = агч, 
kai a > 0, о pir q — bet kurie racionalieji skaičiai. 


L. 
Sakykime, kad p= k r q= = (lir m — sveikieji skaičiai, k 
ir n — natūralieji). 


(ағу хата» = ofa” = Tra ОЧ а -а S =a”. 


Vadinasi, (a?) = а”. 
Irodysime, kad su kiekvienu racionaliuoju p ir natü- 
raliuoju n 


Ta car (ask 


Iš tikrųjų, remdamiesi laipsnio su trupmeniniu rodikliu api- 
brėžimu ir (3) savybe, gauname: 


1 1 р 
у а? =(а?)" =а?һ =а". 
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Irodysime, kad teisinga (4) lygybë, t. у. kad 
(aby = ab, 


kai a > 0 ir b > 0, o p — bet kuris racionalusis skaičius. 


1 
Sakykime, kad p= (1 — sveikasis skaičius, k — natūra- 


lusis skaičius). Tada 


ab- 


L L f 
(аЬ)? = (ab)* = (ab)! -1 a'b! -1а-415 =ak.bk =а?Ь?. 
Vadinasi, (ab) = ab». 
(5) lygybe galima irodyti, trupmena = išreiškus sandauga 


lir pritaikius (4) savybę. 
586. Šį reiškinį pakeiskite laipsniu su racionaliuoju rodikliu: 
11 i 8 11 
a) c?c?; e) x?:x?; 1) (b2)3; 
=l 1 5 1 3 4 
b) b 352; f) y5:y3; k) (а2)9; 
21 1 1 -1 1 
c) a?a$; g)z*:z 2; 1) (c ?)3; 
1 1 -2 
d) d?d?; h) m3:m?; m) (p?) ?. 
587. Suprastinkite reiškinį: 
12 зол 2 3 -5 
a) x?x5; c) a:a; e) (т3)8; g) c?c 3. 
b) y 96yL2: d) 5-92 : 5-97 f) (n94)25; h) а!" : d-2. 
588. Išreikškite laipsniu: 
2 o8 3.51 
a) x02 1x06; b) a3a$a3; c) yy yT; d) 585243. 
589. Suprastinkite reiškini: | 
1 3 
а) (а°*)? go. c) a(a !?)4; 
3 4 28: Žž 
b) (x4)5 - x16; d) (a°?) 4. (a "y", 
590. Išreikškite laipsniu: 
3 
a) c?c 1599; d) (а%)05 - 40; g) х&4/ x; 
1 3 2 25. 5 5 
b) х?2хих?; е) (b 4)? .Ь12; h) »?3 у?; 


с) yl7y28y-15, f) (m93)12 . (m-04)04 1) 4[ 3 Үс. 
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591. Apskaičiuokite: 
a) 105. 10 3 - 109; 


b) fr 92% 83: 
а) 213 4 9-07 3 214, с) 497 > 2704: 


1 


4 1 3 
b) 72.72.71; 


593. Apskaičiuokite: 
1. 
) (27-64): IC 004 
a с 36 , > 
b) (21-64) 3; d) 4 вуз 
Í 16 


a) (27: 85; b) zx 
125 64) ' 
595. Suprastinkite reiškinį: 


1 


20 aL a 
а) (т 9)3; с) (8а 2)3; 


29-2 
b) (x 4) 3; 
596. Suprastinkite reiškinį: 
5 71 11 


а) q3.b 6 (а 353), 


3 2 
b) (с 7y 945 ey. 


d) 2593 . 514 


3 
d) (81x2) 4; 


1 


c) (а4х 


5 


c) 3.9%4.sf 3; 


1 1 
d) 8 3.168-4/4. 
592. Raskite reiškinio reikšmę: 


1 
e) 2:64 3; 


f) 4[9.375. 


f) (0,09c 2)2. 


-2 11 
3) 5 2497 


х°®; 


2 1 


р“4 (р 4") 


597. Išreikškite kvadratu reiškinį (x > 0): 


1 


1 
- - 4 - 3 -0,9 
хб, x0, х23, XM x5, x3. x, x 5 x l x9,x 9 3f x. 


598. Išreikškite kubu veikin (у > 0): 


ЖЕ) 


yE, у, ут, у, у?, y, y 8,92, y 


-3,5 


599. Žinodami, kad a — teigiamas skaičius, išreikškite jį: 
a) kvadratu; b) kubu; c) ESU laipsniu. 


600. Žinodami, kad 3: 21,73, apskaičiuokite: 
a) 32, b) 3°; 035; d) 3%, 

1 
601. Žinodami, kad 4,312 = a apskaičiuokite: 


1 1 1 1 

а) 4312; b) 431003; с) 0,00431?; d) 0,0004312. 

602. Kubo tūris lygus V. Naudodami laipsnį su trupmeniniu 
rodikliu, išreikškite: 

a) kubo briaunos ilgį a tūriu V; 

b) kubo sienos plotą S tūriu V; 

c) kubo paviršiaus plotą P tūriu V. 

603. Žinodami, kad x > 0 ir y > 0, kintamąjį x išreikškite 
kintamuoju y: 


2 $ 4 
а) у= х3; с) у= 7: e) у-5х5; 
-2 

4 3 

b) y=x7; d) у-х”?; f) y= >=. 


604. Šį reiškinį išreikškite laipsniu su trupmeniniu rodikliu: 
a) J x x х: с) 1 y? al ул, e) J y| 2; 

b) Уа? aa; d) 4 b° Jb; fP) х24 x. 
605. Įrodykite, kad su kiekvienu a > 0 yra teisinga lygybė: 


Vaja 1 aš a? 
а) 


zl b) ———— =l. 


Jafa аєа 


606. Išspręskite lygtį: 


1 1 

a) x3 =4; c) x =3; e) x 93.,13 = 1; 
5 3 13 

b) y*-2; d) у”” = 6; f) х®-х® «25. 
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607. Apskaičiuokite skaičiuotuvu lygties šaknį 0,01 tikslumu: 
а) y% = 1,3; b) y = 12; Шабай Ор” = 5. 


Kartojimo pratimai 


608. Išspreskite nelygybe: 
a) (2,5x + 1)(4х — 3) —5x(2x + 7) < 4; 
b) (3 — 4x} — (8x — 1)(2x + 9) — 11 > 0. 


609. Kol pripildé baseina, 2 h vanduo tekéjo pirmu vamz- 
džiu, po to 4 h — dviem vamzdžiais: pirmuoju ir antruoju. Vienas 
antrasis vamzdis gali pripildyti baseiną 1,5 karto greičiau nei 
vienas pirmasis. Per kiek valandų gali pripildyti baseiną kiek- 
vienas vamzdis? 


610. Vieną objektą statė dvi statybininkų brigados. Po 5 
bendro darbo dienų antroji brigada buvo nukreipta į kitą aikš- 
telę. Darbą baigė pirmoji brigada per 9 dienas. Per kiek dienų 
galėtų atlikti visą darbą kiekviena brigada, dirbdama atskirai, 
jei antroji brigada tą darbą atliktų 12 dienų greičiau negu 
pirmoji? 


27. REIŠKINIŲ, KURIUOSE YRA LAIPSNIŲ 
SU TRUPMENINIAIS RODIKLIAIS, PERTVARKIAI 


Išnagrinėkime tris reiškinių, kuriuose yra laipsnių su trup- 
meniniais rodikliais, tapačiojo pertvarkymo pavyzdžius. 
1 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinio 
1 Ж uk 
(x* -6)? -12x*(x 4-1) 
reikšmę, kai x = 12,25. 
Pirmiausia suprastinkime tą reiškinį: . 
1 1. 1 1 1 1 
(х5-06)-12х4(х4-1)-х2-12х4-36-12х0-12х4- 
1 
= x? +24. 
1 
Į reiškinį x? +24 įrašę nurodytaja x reikšmę ir atlikę veiks- 


mus, gauname: 


i 3 3 
x? +24 = (12,25)? + 24 = (3,5®)? + 24 = 8,5 + 24 = 27,5. 
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2pavyzdy s. Suprastinkime reiškinį 


1 
Skaitiklį a? —b2 išreikškime kvadratų skirtumu ir išskaidy- 
kime dauginamaisiais: 


1 1 1 1 1 


1 1 
a?-b? (а4)-(Ь4) (af + TER b) i Qi 
EFIE SQL СЕН, E RW E grab, 
a^ - b^ a^ - b^ a^ -b4 


m 


1 
x? +5х* 
Išskaidykime dauginamaisiais trupmenos skaitiklį ir var- 
diklį: 


3 1 1 1 1 1 
-25х4 x*(x2-25) (х* – 5)(х* +5) n 
х2-5х4 x*(x* +5) х4-5 


611. Suprastinkite reiškinį: 


1 3 1 
x 9x3 a2b5 | а? 5/ 52 | 
а) ——; ex 81--4---1 
х5 atb5 a 2b14 
3 2 
7 2 "334 My 
» 272°. d) iy. қық Ел 
4. 11: 
(y1)? c9c? (x С 


612. Suprastinkite: 


3,15 b25 4| b? 1,5, 0,5 436 sJ ce? 
a) аа”, b) КАШ, Idi c ху а 


| $ — d) ——— 
2% "DE ) x95y15 ) (c 0,2 03у2 
613. Apskaičiuokite: 
1 1 
823/ 9 . 16? s[ 25 
a) — үз, b Зэр миля. 
33 J2 23.515 
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614. Išreikškite reiškinį suma: 


1 1 1 1 


а) (x? - y3)x?y? ; 
221 1 

b) a353(a3 +63); 
1 1 


c) (x? +3)(x3 —3); 
d) m? -1) (т? +1); 
615. Išreikškite suma: 
11 2 3 
a) b3c*(b3 +c4); 
b) x95y05(x-05 — ум), 
c) (2 — у'5)(2 + у!5); 
d) (3p?5 + а-(8р95- 4:1); 
616. Suprastinkite reiškinį: 


1 1 
а) (1-2) -2с2, 


1 1 
b) /5-/с-(54 кс); 
1 1 1 1 
с) (a? +b3)? - (a3 —b3)2 ; 
617. Suprastinkite: 
1 1 1 1 
a) (x? — y2)2 +2x2y2 ; 


1 1 
b) | m «| n - (m* - n3? ; 


3 1 3 1 
e) (а2-52)(а2 +b2); 
1 1 
f) (т?+п?)?; 
1 1 11 
g) (a? +b2)(a—a2b2 +b); 
Т 2. 2 


E LS ài 
h) (x? – у?) (x x x?y? +y). 


1 
e) (1-53); 
1 4 
f) (a? +2b2)2 ; 
i 1 2 11 2 
g) (xš +y3) (x* - x*y9 +у%); 


1 1 1 1 
h) (a? —b2)(a+a2b2 +b). 


1 a 5 
d) (x* — x3)? 4 2x? ; 
2001 13 
е) (y? +3y5) —6y5 ; 
1 


1 1 
f) (x4 -D(x*-D(x? +1). 


3 1 
с) (a? +5a2)2 —10a2 ; 
1 t 1 1 1 


1 
d) (a* +61) (a8 - b8) (aš -bš). 


618. Iškelkite už skliaustų bendrą dauginamąjį: 


3 1 1 1 
e) b* -2b*; р) (ab)? —(ac)3 ; 
5 2 


1 
f) сз 46c? ; 2 


1 
h) 62-22. 


1 1 


e) 153 +20; 


1 1 1 
a) x—2x2 ; c) a? -5a*; 
1 1 1 
b) у+3у3; d) аз «аб; 
619. Išskaidykite dauginamaisiais: 
1 1 
a) 2+2?; c) a+a2; 
1 1 
b) 3-82; d) 53-6; 


1 1 
f) (2a)? – (5a)? . 


620. Išskaidykite dauginamaisiais skirtuma a — b (a > 0 ir 
b > 0), išreikšdami jį: 

a) kvadratu skirtumu; b) kubu skirtumu. 

621. Taikydami tapatybę a? — b? = (a — b)(a + b), išskaidykite 
dauginamaisiais reiškinį: 


2 E 
a) m? — 5; d) х5-у5; 
b) 2 — x e) 4 — a, kai a > 0; 
c) aš — 4, kai a > 0; f) m — n, kai m > 0, n > 0. 


622. Taikydami tapatybę a? + b? = (a + bla? + ab + 52, 
išskaidykite dauginamaisiais reiškinį: 


3 

a) xš — 2; c) m? -8; ex-5,kai x 2 0; 
$ 

b) у? + 3; d) а5 +27; f) 4 + y, kai y 2 0. 


623. Taikydami kvadratu skirtumo arba kubu skirtumo for- 
mule, išskaidykite dauginamaisiais: 
4 


a) a? -1; c) x — 4, kai х > 0; 


3 
b) 52-1; d) 5 — y, kai y 2 0. 


624. Reiškinį išreikškite kubų suma ir išskaidykite daugi- 
namaisiais: 
1 1 1 1 
а) x?+y?; Бус ад, саса. 
625. Reiškinį išreikškite kubų skirtumu ir išskaidykite daugi- 
namaisiais: 
1 1 1 1 


1 1 
а)х?-у?,  b)x*-y*;  c)a*-b*. 


626. Suprastinkite trupmena: 


1 1 2 2 

4.32 x+x2 a? —b? - 
а) —; A e D 

ж 20 - - ав 

3? -3 a? +b? x? +y? 

1 i d į x 2 11 2 

94 —9 х2-х4 a? —b? x3 — x3y3 +y? 
b) — T? d) з f) cue h) 432 

Б.24 qa 
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627. Suprastinkite trupmena: 


1 1 4 
343? > ` c+2c°d? +d 
а) =i c) > a : е) шил лын, 
3 2 х2-у2 ° 
1 
10 52-5 m+n 
b) т? d) 8-5” f) — wawa 
10-10? m? —m?n? +n? 
628. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 
5 1 1 
855 2 2x3? 1 
а) EIE ku x= 14; с) E es : ,kai x = 9; 
- - x- = 
xt = x° x? -2 
m3-225  . 2 2 
b) —1-— -— ,kai m = 8; d) + =- , kai y = 100. 
m? «15 y*«3 y*-3 
629. Suprastinkite reiškinį: 
3 3 3 3 
= 2_ h2 2 h2 2 11 
ij Š Ж. Ь ; Бу“ b? a-b +9422. 
25737 ab EI a 
a? -b? a? +b? a+a2b2 +b 
630. Suprastinkite reiškinį: 
4x | Уу 
aee ior) 
x? Ty? x? -y? 
1 i 1 
a? +b? а? b 
EN KE CHE LANE ү 
a? a?-b? a-a?b? 
1 1 3 1 
а? p? pq? * p?q 
c) 11 ia 1 1 
р-а 


p-p?q? 4-р?а? 
Kartojimo pratimai 
631. Išspreskite nelygybiu sistema: 

а) [(21- 4x - 2(7x - 0,5) < 0, b) (2(0,5x -3) - 32x +3) 20, 

—4(x*0,5)-2x- 1» 0; —(4х + T) + 0,5(4x - 6) < 0. 


632. Jei autobusas i$ A į B važiuotų 20 km/h didesniu grei- 
čiu, tai kelionėje užtruktų 1,5 karto trumpiau. Jei autobusas 
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sumažintų greitį 10 km/h, tai i$ A į B vaZiuotu 1 h ilgiau. Raskite 
atstumą tarp A ir B. | 


633. Iš kaimo į stotį dviratininkas važiuodavo tam tikru grei- 
čiu. Vieną kartą jis važiavo 3 km/h mažesniu greičiu ir užtruko 
kelyje 20 min ilgiau. Kitą kartą, kas valandą nuvažiuodamas 
1 km daugiau, į stotį atvyko 5 min anksčiau. Raskite atstumą 
nuo kaimo iki stoties. 


634. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


as 37-35 (ƏЙ CES E: 
a 17-18 que У (2-8 ea. 


Kontrolimiai klausimai 


1. Pasakykite laipsnio su trupmeniniu rodikliu apibrėžimą. 

2. Išvardykite laipsnio su racionaliuoju rodikliu savybes. Įro- 
dykite, kad: jei a > 0, pir g — bet kurie racionalieji skaičiai, tai 
аға = ағ", 


PAPILDOMI IV SKYRIAUS PRATIMAI 


9 paragrafas 


635. Ar gali nelyginės funkcijos grafikas: 

a) kirsti y ašį ne koordinačių pradžios taške; 

b) neiti per koordinačių pradžią? 

636. Kurios šių funkcijų yra lyginės, kurios — nelyginės: 


a) f(x)= 


d) Ax) = |х+3|+|х-3|; 


x? +2x 

1 

277; e) fx) = |1+5|-|x-5|; 

1 
с) f(x) = 1.35) f) Ax) = |х+1|+|х-2? 
637. Funkcijos f apibrėžimo sritis уга: 
a) [-10; 10]; с) [-5; -21 о (2; 5]; 
b) (-8; 12); d) =s; 5). 


Ar funkcija f gali būti lyginė arba nelyginė? 
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638*. Nubraišykite funkcijos grafika remdamiesi lyginés arba 
nelyginés funkcijos savybémis (pirmiausia nubraiZykite grafiko 
dali, kai argumento reikšmės teigiamos, po to — kai neigiamos): 


А с) у= x! -4; d) ys49-x*. 


639. Tam tikra funkcija didėja intervale (0, +). Didėja ar 
mažėja ši funkcija intervale (—; 0], kai ji yra: 


ict B) y = x|x 
Е 


а) lyginë funkcija; b) nelyginë funkcija? 
640*. Funkcijos y = f(x) ir y = g(x) — lyginës. Ar lyginë уга 
funkcija: 
a) y = fix) + g(x); c) y = Ax) · go 
b) y = Ax) — ға); 4) у= 9; 
g(x) 


641%. Funkcijos y = f(x) ir y = g(x) — nelyginės. Ar nelyginė 
yra funkcija: 


a) y = Ax) + g(x); c) y = Ax) - gi) 
b) y = fx) — gi ау- 9; 
g(x) 


642. Funkcijos f reikšmės apskaičiuojamos pagal formulę 
fx) = x — 2, kai x > 0, ir pagal formule fx) = — — 2, x < 0. 
Nubraižykite tos funkcijos grafiką. 

643. Nubraižykite grafiką funkcijos 

219 E 

8 = —x2 — 1, kai x < 0. 

644. Funkcija f уга lyginė. Jos reikšmės, kai x > 0, apskai- 
čiuojamos pagal formule: 

afG-zs-1; ЫЙ) = ат 2а о) [= Ja 
Nubraišykite funkcijos f grafika. 

645. Funkcija g уга nelyginé. Jos reikámes, kai x > 0, apskai- 
čiuojamos pagal formule: 

‚ 8) (х) = ac^: b) g(x) = x? — 4x; c) Ро) = d x. 
Nubraižykite funkcijos g grafiką. 

646*. Įrodykite: 

a) jei kurios nors funkcijos grafikas yra simetriškas ordinačių 
ašies atžvilgiu, tai ta funkcija lyginė; 

b) jei kurios nors funkcijos grafikas yra šimetriškas koor- 
dinačių pradžios atžvilgiu, tai ta funkcija nelyginė. 
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647. Ат egzistuoja tokios koeficientu Ë ir b reikšmës, su ku- 
riomis tiesinė funkcija y = kx + b yra: 

a) lyginė; ‚ b) nelyginė? 

648. Ar egzistuoja tokios koeficientų a, b ir c reikšmės, su 
kuriomis kvadratinė funkcija y = ax? + bx + c yra lyginė? 

649. Paaiškinkite, kodėl teisinga nelygybė: 


a) 5100 > 4100; с) 1,5761 < 1,6261. 
2 261 3 261 

b) 0,871% < 0,8910, d) B 2%) 1 
650. Palyginkite laipsniu геіКӛтев: 

4 17 8 17 
а) 210 ir 89. c) 8 ir B - e) 3?! ir 85 

4 10 2 20 
b) 0,35 ir 0,25; d) Ё ir B ; f) 1250? ir 365. 


651. Duotos funkcijos f(x) = х" іг g(x)- x". Palyginkite su 
nuliu: 

а) f(25) - f2); o КО) > f(60); е) 6(-9) > g(-17) 

b) A-30) - f(-205 d) g(17) – g(5); f g(38) — g(0). 

652. Įrodykite, kad su natūraliuoju n: 

a) x"*!< x^, kai x є [0; 1]; 

b) x! > x^, kai x € (1; + o). 

653. Yra žinoma, kad funkcijos y = x" grafikas eina per tašką: 

a) А(2; 8); b) B(3,5; 12,25); c) CC-3; 81); d) D(-2; -32). 
Raskite n. 

654. Ar yra tokia natūralioji n reikšmė, su kuria funkcijos 
y = x" grafikas eina per tašką: | 

а) А(9; 5); b) B(/3; 81); с) С(-5; 415); d) D(-7; -343)? 

655. Nubraišykite funkcijos grafika: 


a) у = —5; e) y = -х, 

b) y = x — 1; $y-x-lL 

c) y = (x - 2), g) y = (x — 3); 

d) y = (x — 2)° + 1; h) y = (x — 3)! + 2. 
656. Kiek šaknu turi ši lygtis: 

a) ХУ =,2; с) x": e) x” = 0; 
b) x = 0; d) хі = 5; f) x” = —1? 
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10 paragrafas 


657. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


a) -0,5 1 1024; c) L5 $/ 512: e) Į -125 E 0,17; 
b) ЕК ЕРТІЛЕ à 4119. |52; е 162 sf 0125. 


658. Išspreskite lygti: 
a) Jx -02; c) 4 a--1; e) 3 х =1; 


1 
b) ҒАН d) [b -2; f) iy --2. 
659. Su kuriomis kintamojo reikšmėmis reiškinys turi prasmę: 
a) /х-2; с) x45; e) 4 y! -5y+6; 


5 
b) | эж d) (а-5)(а-2): DU -b?+6b-8? 


660. Išspreskite lygti: 


a) x5 = 12, с) x? = —3; e) 4 x+1=2; 
b) x° = 5; d) x11 = 2; f) J x-2=1. 
661. Išspreskite lygti: 

а) xê + 6х* — 7 = 0; c) xê + 11x? + 24 = 0; 
b) x? – 9х6 + 14 = 0; а) х – 5х7 + 6 = 0. 


662. Išspręskite lygtį ir nelygybes: 
а) /х-5, )х>5,%х<5; Ь/х-2, (х>2, x <2. 
663. NubraiZykite funkcijos у= Ix grafiką. Remdamiesi juo, 


palyginkite šaknų reikšmes: 


a) 3/23 ir y 27; b) 3/ -5 ir 3 -4; с) 3/ —0,1 ir šJ 0,01. 
664. Nustatykite skirtumo Zenkla: 


a) 6 - y 7; c) 1-4/ 0,99; 
1 11. Er 
Чийг СИН 


665%, Įrodykite, kad funkcija f lyginė, іг nubraižykite jos 


grafika: 
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a) f G2 = Į Is]; b) f(a) = Jal. 


666. Įvertinkite: reiškinio 19 x reikšmę, kai: 
а)0<х<1; b 1 < x < 1000; с) 1000 < x < 10%. 


667. Raskite funkcijos apibrėžimo sritį: 


а) y= J x-2; b) у=4 5-2x; с) yz 3 8x41. 


668. Remdamiesi funkciju y 2 x, у= Jx іг у= х , grafikais, 


išspręskite lygtį ir nelygybes: 


a) /х-х, J < < x, J < > x; ` b) šJ x = x, 3Í x < x; Java. 
669*. Nubraišykite funkcijos grafika: 


а)у=-/х; Му--Уж; с) y=J-<x; d) y=} -x. 


Kuo skiriasi šių funkcijų grafikai: y 2-J x іг у-/-х; 


у=-%[х ir y=3/-x? 


670. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


64.27 81 39.55 9° 
3 R 4 : 5] ——: 6| ———. 
а) {1957 Pliieseps 91 то Vis 
671. Iškelkite dauginamąjį prieš šaknies ženklą: 
а) (16х2у; b) 4 8lab'; c)i125a5x?; а) $ 64Ь?Уу'. 


672. Suprastinkite reiškinį: 


5 8 3 1 
a) ЗЕ b) xq =: c) 2 p d) 2c 4 БЖ 


673. Nustatykite skirtumo Zenkla: 


а) 42-42, с) 43-33, 


1 1 1 1 
хэрэг шад kj — —2k — 
Mar рен 
674. Surašykite skaicius didéjimo tvarka: . 
a) 4/2:4/3:4 6; b) J 05; 3/03; / 0,2. 
675. Įrodykite, kad teisinga ši lygybė: 
а) 41 2-/3-47-4/3-1, 
b) 43-2/2:4 /2-1-1 
676. Panaikinkite iracionaluma trupmenos vardiklyje: 
33 3j 2 ; 
"x CA b) EM е Хе йр TC 
3/95 3/10 4-1 3-1 J5+32 
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677. Išspreskite lygti: 
a)s[x-29x-0; с) x +5=0; е) /х-54/ x+6=0; 
b) х-01-0: d)5/x+23/x-1=0; 0 4х-24/х-3-0. 


11 рагавгаТа5 


678. Suprastinkite reiškini, šakni pakeisdami laipsniu su 
trupmeniniu rodikliu: 


a) 2,5, 40; c) ad a; e) (x - 1? 4 x 41; 
b) -83/ 2; d) -bi[b, kaib20; f)(y-5?* Jy-5. 


679. Palyginkite skaičius: 


1 1 1 1 1 1 RS жы 
а) 82 іг83: ЬЫ) 59 іг 85; c) 33 ir 5*; d) 312 ir 416, 
680. Išspręskite lygtį: 
1 1 1 
a) (x-2)? =4; с) (у+3)* =-1; e) (a — 5)? = 0; 
1 
b) (х-2) = 42; d) EET f) а-5%=+. 


1 2 
681. Įvertinkite reiškinių x? ir x?, reikšmes, kai: 


ЭЭН b) 1 < x < 32; c) 32 < x < 1000. 
682. Suprastinkite reiškinį: 
45 3 1 2 

айу аў d) (cte 6) 7 

х10.х15 

ыд 25a? \2 
b) — .q 1? ; e) | 4b4 ; 

8 12 73 

c) (m °° .m92)25 ; f) | 2 | 


683. Išreikškite laipsniu, kurio pagrindas x (x > 0): 
a х 
а) 5 x. х": b) 5 с) 3| x? 4 х. 
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684. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


B 
x3 


a) , kai x = 0,008; 


ра kai х = 0,0625. 


685. Basta kuriuos nors du lygties sprendinius: 


a) x з, 2-39; bx зуй 9. 


686. Parašykite formulę, nusakančią kintamųjų x ir y tar- 
pusavio priklausomybę: 


„1 1 2 1 1 1 
a) x=t ?, yzt?; b) х-іЗ, y=t3; c) х-і?, у-і?. 
687. Supeas inti reiškinį: 
21 2 2 2 21 

a) a зы 3(43 +63)- (a3b "n 

1 1 1 1 1 
b) (х? Ty V co -yegi : 
688. Iškelkite dauginamaji а 5 už skliaustu: 
а) 2а—°%5 — За; b) 3a795 + Ба95; с) ба - 1. 
689. Taikydami tapatybę a? — b? = (a — b)(a + b), išskaidykite 

dauginamaisiais: 

2 1 
a) x3 —4; c) m? - 25; e) 08 — x05. 

4 1 
b) x? -5; d) 3-2x? ; f) p p 


690. Taikydami tapatybę a? + b! = (a + Ба? тай + 55, 
išskaidykite dauginamaisiais: 


a) a — 8, kai a > 0; c) а%% — 596; 

b) 1 + 276, kai b > 0; d) х99 + 125. 

691%. Išskaidykite dauginamaisiais: 
1 1 

а) /х-/у+х-у; d) х-2х?а?+а; 
1 

b) Ja+a+Jb-b; e) х+2х2 -8; 

3 s; -l -1 
с) х2--4х4 +4; f) 6x 2 —5x 4-1. 
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692. Pritaikykite keitinį x=—— y=—— ir supras- 
a? 4 5? a? — b2 А 


tinkite trupmena A. T 
xy 


693*. Išspręskite lygtį: 


1 2 1 
а) 18c - 3c? - 10-0; с) 3y? +5y3 - 2-0; 
21 -2 „1 
b) 21x! - 6x ? - 15-0; d) 2a ? -Ta ? - 320. 


694. Parašykite formulę, nusakančią kintamųjų u ir v tar- 
pusavio priklausomybę: 
2 


1 1 
a)u=t3+1,u=t 3+1; b) u=(t+2)4 , v=(2-t)4. 
695. Suprastinkite reiškinį: 

x gd 1 1 1 1 5 Bol 
m?n? -m9n$  m?-n? m5«m?n?. 
а) 1 1 ld E , 
= = = = = т-п 
m?n? -т/ 99 m? 
1 Ar 1 
x9 — х3 1-х6 1-х 
b)| 1-х 1 2|i-4 
l-x?-x? 


696. Jei b=% ir a > 0, tai lygybė 


1 d 
2 22 2 
ui аы =2 уга teisinga. [rodykite. 


1 
(a +b)? — (a — b)? 


V SKYRIUS - 
TRIGONOMETRINIAI 
REISKINIAI 

IR JU PERTVARKIAI 


$ 12. BET KURIO KAMPO TRIGONOMETRINÉS FUNKCIJOS 
$ 13. PAGRINDINĖS TRIGONOMETRINĖS FORMULĖS 
$ 14. SUDĖTIES FORMULĖS IR JŲ IŠVADOS 


bs 5 FUNKCIJOS | 


28. SINUSO, KOSINUSO, TANGENTO IR KOTANGENTO 
APIBREZIMAS 


Abscisių ašyje (x ašyje) į dešinę nuo koordinačių pradžios 
pažymėkime tašką A (64 pav.) ir per jį nubrėžkime apskritimą, 
kurio centras — taškas O. Spindulį OA vadinsime pradiniū 
spifiduliu. 

Pradinį spindulį pasukime 70? kampu apie tašką O prieš 
laikrodžio rodyklę. Jis sutaps su spinduliu OB. Sakoma, kad 
posūkio kampas lygus 70“. Pradinis spindulys, санына 70° 
kampu apie tašką О pagal laikrodžio 
rodyklę, sutaps su spinduliu OC. Šiuo 
atveju sakoma, kad posūkio kampas 
lygus —70°. 64 paveiksle rodyklėmis 
pavaizduoti 70° ir -70° posūkio 
kampai. 

Apskritai spindulį sukant prieš 
laikrodžio rodyklę, posūkio kampas 
laikomas teigiamu, o sukant pagal 
laikrodžio rodyklę — neigiamu. 
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65 pav. . 66 pav. 


I$ geometrijos kurso Zinome, kad kampo laipsninis matas 
išreiškiamas skaičiais nuo 0 iki 180. Posükio kampas gali būti 
išreikštas laipsniais bet kuriuo skaičiumi nuo — iki +. Pa- 
vyzdžiui, pradinį spindulį pasukus prieš laikrodžio rodyklę 180“, 
po to dar 30%, posūkio kampas bus lygus 210°. Pradiniam spin- 
duliui apsisukus prieš laikrodžio rodyklę vieną kartą, posūkio 
kampas lygus 360“; spinduliui apsisukus ta pačia kryptimi pus- 
antro karto, posūkio kampas lygus 540“ ir t. t. 65 paveiksle 
rodyklėmis pavaizduoti 405? ir —200? posūkio kampai. 

Sakykime, kad turime spindulius OA ir OB (66 pav.). Yra 
kiek norima kampų, kuriais pasuktas pradinis spindulys OA 
sutapdinamas su spinduliu OB. Pavyzdžiui, kai ZAOB = 130“, 
atitinkami posūkio kampai bus lygūs 130° + 360?n (n — bet 
kuris sveikasis skaičius)..Kai n = 0, 1, -1, 2, -2, gauname 130°, 
490°, -230“, 850°, —590? posūkio kampus. 

Sakykime, kad pradinis spindulys ОА, pasuktas kampu o, 
sutampa su spinduliu OB. Kampas a vadinamas to koordinatinio 
ketvirčio, kuriame atsiduria spindulys OB, kampu. Jeigu 0° < 
< à < 90°, tai a yra I ketvirčio kampas; jeigu 90° < о < 180°, tai 
о yra II ketvirčio kampas; jeigu 180? < о < 270°, tai a yra III 
ketvirčio kampas; jeigu 270? < о < 360^, tai a yra IV ketvirčio 


kampas. Aišku, kad prie kampo pridėjus sveiką apsisukimų skai- 


čių gaunamas to paties ketvirčio kampas. Pavyzdžiui, 480° kam- 
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pas yra I ketvirčio kampas, nes 
430° = 360? + 70? ir 0% « 70% < 
< 90°; 920° kampas yra III ket- 
virčio kampas, nes 920° = 360° x 
х2 + 200° ir 180° < 200° < 270°. 

Kampai 0°, +90°, +180°, +270°, 
+360*, ... nepriklauso jokiam ket- 
virčiui. 


Geometrijos kurse buvo api- 


brėžtas kampo o sinusas, kosinu- 

sas ir tangentas, kai 0° < а < 180°. 67 pav. 

Dabar šiuos apibrėžimus išplėsime, laikydami, kad kampas «a 
yra bet koks. Be to, dar apibrėšime kampo о kotangentą, kuris 
žymimas сір а. 


Sakykime, kad pradinis spindulys ОА, pasuktas kampu 
о apie taška O, sutampa su spinduliu OB (67 pav.). 

Kampo c sinusu vadinamas taško B ordinatės ir spin- 
dulio santykis. 


Kampo о. kósinusu vadinamas taško B abscisės ir spin- 
dulio santykis. 


Kampo o tángentu vadinamas taško B ordinatés ir 
abscisés santykis. 


Kampo о kotángentu vadinamas taško В abscisės ir 
ordinatės santykis. | 


Jeigu taško B koordinatës уга x ir y, o pradinio spindulio ilgis 
lygus R, tai 
sina = X, cosa = Х., tg о---, сіра--. 
R R x y 


Iš geometrijos kurso sužinojome, kad kampo c, kai 0° < ç < 
< 180°, sinuso, kosinuso ir tangento reikšmės priklauso tik nuo 
о. Ir bendru atveju sin о, cos a, tg о bei сір о priklauso tik nuo 
kampo о. 
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]rodysime, kad sin o nepriklauso nuo R. 

Sakykime, kad spindulj OA, pasukus 
kampu о. apie tašką O (68 pav), spinduliai 
OA, = R, ir OA, = R, sutaps su spinduliais 
OB, ir OB, Taško B, koordinates pa- 
žymėkime x, ir y, otaško B, koordinates х 
ir Уу 

Iš taškų B, ir B, nuleiskime statmenis 
į х ašį. Statieji trikampiai OB,C, ir OB,C, pa- 
našūs. Todėl 

BC, „BC, Q, bil | 

б, o Лл xL 

Kadangi taškai B, ir B, priklauso tam 


pačiam koordinatiniam ketvirčiui, tai jų ordinatés y, ir y, yra to paties ženklo. 
Todėl 


2 


68 pav. 


Ši lygybė teisinga ir tuo atveju, kai taškai B, ir B, yra kurioje nors koordinačių 


ašyje. Taigi, esant bet kokiam kampui o, santykis R nepriklauso nuo spindulio 


R ilgio. 


Kad ir kokiu kampu ce būtų pasuktas spindulys, visada ga- 


š T 2 y. x EC ¿ а ИСЕ 
lima apskaičiuoti trupmenu R ir R reikšmę, taigi reiškiniai 


sin о bei cos о turi prasmę su bet kuria e reikšme. Nagrinėjant 


tangentą, atmetami kampai, su kuriais trupmena = neturi 
prasmės. Jie lygūs +90°, +270°, +450°, ... . Nagrinėjant kotan- 
genta, atmetami kampai, su kuriais neturi prasmés trupmena 


x 
y „t. y. kampai, lygūs 0°, +180°, +360°, ... . 


Kiekvieną galimą о reikšmę atitinka vienintelė sin 0, cos о, 
tga ir ctga reikšmė. Todėl sinusas, kosinusas, tangentas ir 
kotangentas yra kampo о funkcijos. Jos vadinamos trigono- 
mėtrinėmis fünkcijomis. 

I$ apibrėžimo išplaukia, kad sinusas ir kosinusas gali įgyti 
bet kurią reikšmę nuo -1 iki 1, o tangentas ir kotangentas — 
bet kurią reikšmę nuo —eo iki +оо. 
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— 


69 pav. 


Pateikiame trigonometrinių funkcijų reikšmių apskaičiavimo 
pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Remdamiesi breZiniu, raskime sin 110^, 
cos 1102, tg 110? ir сір 110? apytiksles reikšmes. 

Nubrėžkime apskritimą, kurio centras — koordinačių pradžia 
ir spindulys ОА = R = 3 (69 pav.). Spindulį ОА pasukime 110“ 
kampu. Gausime spindulį OB. Iš paveikslo randame taško B 
koordinates x ir y: x = -1,05, y = 2,80. Todėl 


sin 110° = 2.220.093, 
соз 110° = Z mH 035, 
tg 10° = Z=- 2227, 
ctg 110° = 2 52-048 
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Lentelëje pateiktos i$ geometrijos kurso Zinomos 0°, 80°, 45°, 
60° ir 90? kampų sinuso, kosinuso ir tangento reikšmės. Brūkš- 
пуз parašytas tuo atveju, kai reiškinys neturi prasmės. 


Kotangento reikšmes galima gauti iš to paties kampo tan- 
gento reikšmių, nes kotangento reikšmė yra skaičius, atvirkštinis 
tangento reikšmei. Pavyzdžiui, 


1 are 


tg 30° = = 
E "зог 


ES 
ТЗ 
d 
2 pavyzdys. Raskime 180? ir 270? kampu sinusa, 
kosinusa, tangenta ir kotangenta. 
Pasuktas 180% kampu apie tašką O spindulys OA = 1 


(70 pav.) sutampa su spinduliu OB, pasuktas 270? kampu — su 
spinduliu OC. 


KLAUDIJUS PTOLEMÉJAS (II a.) — senovés grai- 
ku mokslininkas, geocentrinés pasaulio sistemos kü- 
réjas. Jis taip pat sukūrė planetų judėjimo mate- 
matinę teoriją, kuria remiantis galima apskaičiuoti. 
planetų padėtį dangaus skliaute. Ypač didelis jo in- 
dėlis į trigonometrijos raidą. 


р 


70 рау. 71 pav. 
Kadangi taško B koordinatės уга x = -1, y = 0, tai 


0 -1 0 
sin 180? = “айн, соз 180° = up tg 180° = Эг сайн 
Kadangi taško C koordinatės yra x = 0, y = -1, tai 
0 


-1 0 
sin 270° = e hs cos THAI сен, tg 270? = 0. 


Primename, kad reiškiniai сір 180? ir tg 270? neturi prasmės. 


697. Nubrėžkite apskritimą, kurio centras — koordinačių 
pradžia, ir pavaizduokite posūkio kampą, lygų 150“, 210°, 540°, 
-45*, -135*, —720“. 

698. Kam lygūs posūkio kampai, parodyti rodyklėmis 71 pa- 
veiksle? 

699. Kuriam ketvirčiui priklauso kampas a, kai: 

a) a = 283°; c) о = 100°; е) 4 = -110*; 

b) о = 190°; d) а = -20"; f а = 420022 


LEONARDAS EULERIS (1707—1783) — šveicarų 
kilmés matematikas, mechanikas, fizikas, astrono- 
mas. Jis daugiau kaip trisdešimt metų dirbo Rusijoje, 
daugelio mokslų akademijų (Peterburgo, Berlyno, 
Paryžiaus) narys. Parašė daug matematikos, mecha- 
nikos, matematinės fizikos, laivininkystės veikalų, 
kurie turėjo didelį poveikį mokslo raidai. 


700. Nustatykite, kuriam ketvirčiui priklauso kampas o, kai: 

a) а = 179°; c) œ = —150°; е) а = 800°; 

b) а = 325°; d) œ = -10°; f «= 10 000“. 

701. Duoti 770°, 480°, —50°, 1560°, —240°, —310° posükio 
kampai. Nurodykite tuos, kuriais pasuktas pradinis spindulys 
sutampa su spinduliu, pasuktu kampu: a) а = 50% b) а = 120°. 

702. Intervale nuo 0° iki 360? raskite kampa o, kuriuo pa- 
suktas pradinis spindulys sutampa su: 

a) 420°; b) -210*; c) —700° posükio kampu. 

703. 72 paveiksle rodyklémis parodyti 35°, 160°, 230? ir —75? 
posükio kampai. Raskite áiu kampu sinuso, kosinuso, tangento 
ir kotangento apytiksles reikšmes. 

704. Nubrėžkite apskritimą, kurio centras — koordinačių 
pradžia ir spindulys R = 5 cm. Pradinį spindulį pasukite kampu 
о ir raskite sin 0, cos о, tg а ir сір а apytiksles reikšmes, kai 

= 50°, 175°, —100°. 
e 705. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 

a) 2 cos 60° +,/3 cos 30°; d) 3 tg 45? - tg 60°; 

b) 5 sin 30? — ctg 45°; e) 4 tg 60? - sin 605; 

с) 2 sin 30? + 6 cos 60° — 4 tg 45%; Р 12 sin 60? - cos 60°. 
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706. Apskaičiuokite: 

a) 2 sin 60? - ctg 60°; с) 7 tg 30? - ctg 307; 

b) 2 sin 45? - 4 cos 30°; d) 6 ctg 60? — 2 sin 60*. 
707. Nurodykite keletą о reikšmių, su kuriomis: 

а) їп «= 1; b)cos а =-1; с) sin 4 = 0; d)tg 0-0. 
708. Nurodykite keleta B reikšmiu, su kuriomis: 

a) sin B =-1; b)cos В = 1; с) соѕ В = 0; d)ctg В = 0. 
709. Kokia уга reiškinio didžiausia ir mažiausia reikšmė: 


a) 1 + sin G; b) 2 — cos о? 

710. Nurodykite reiškinio didZiausia ir mašiausia reikšme: 

a) 1- sin G; b) 2 + cos a. 

711. Nurodykite keletą kampų o, su kuriais neturi prasmės 
reiškinys: 

a) tg о; b) ctg a. 


712. Ar gali sin о įgyti reikšmę, lygią: 


- 2 1x48 1-458 
a) J2; b) 48 с) "78 7? d) Е 
e 713. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 
a) 2 cos 0° — 4 sin 90° + 5 tg 180“; 
b) 2 сір 90° — 3 cos 270° + 5 sin 0°; 


c) tg 360? — i sin 270°— i cos 180*. 
e 714 Apskaičiuokite: 
a) sin 0° + 2 cos 60°; c) 4 sin 90? - 3 cos 180°; 
b) tg 60? · sin 60? · сір 30°; d) 3 сір 90% — 3 sin 270°. 
e 715. Apskaičiuokite reiškinio sin œ + cos œ reikšmę, kai: 
a) a = 0°; b) a = 45°; c) а = 90°; d) о = 180°. 
e 716. Apskaičiuokite reiškinio cos 20 + cos За reikšmę, kai: 
a) а = 15°; Ы a = 30°; c) a = 90°. 
ө 717. ApskaiGuokite reiškinio reikšme: 
a) sin а + sin 20 + sin За, kai d = 30°; 


о о . 3 
b) tg ç + tg >, kai o = 90°. 


Kartojimo pratimai 
718. Suprastinkite reiškinį: 
а-ы» (ы p05 p05 | 


54,05 205,05 
0,5 0,5 a?’ + p05 


a a 
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719. [rodykite, kad: 

a) йезе 2x — Зу = 2 kerta apskritima x? + y? = 20; 
b) tiesė x + Ту = 50 liečia apskritimą x? + у? = 50. 
720. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


2 3 2 1 
273 -16 85-325 
а) d 7 b) dE 
81 4 125 3 


29. SINUSO, KOSINUSO, TANGENTO IR KOTANGENTO 
SAVYBES 


I$nagrinésime kai kurias trigonometriniu funkciju savybes. 

Iš pradžių išsiaiškinsime, kokie yra sinuso, kosinuso, tangento 
ir kotangento ženklai kiekviename ketvirtyje. | 

Sakykime, kad pasukus spindulj OA, lygu R, kampu o, taš- 
kas А sutampa su tašku B, kurio koordinatës x ir y (šr. 67 pav.). 


sin о ženklas priklauso nuo y ženklo, nes sin а= >. I ir II 


ketvirtyje y > 0, о Ш ir IV ketvirtyje у < 0. Todėl sin a > 0, 
kai а yra I arba II ketvirčio kampas; sin 0. < 0, kai а yra 
III arba IV ketvirčio kampas. 


" : 4 х А 
cos о ženklas priklauso nuo х ženklo, nes cos а= —. І іг IV 


ketvirtyje x > 0, o П ir III ketvirtyje x < 0. Todėl cos а > 0, kai 
a yra І arba IV ketvirčio kampas; cos а < 0, kai о yra П 
arba ІП ketvircio kampas. 


ір œ ir сір о ženklai priklauso nuo x ir y ženklų, nes 


tg a=Ž, o ctg a=Ž. L ir III ketvirtyje x ir y ženklai vienodi, 
o II ir IV ketvirtyje х ir y ženklai yra priešingi. Taigi tg а > 0 
ir сір о > 0, kai a yra I arba ІП ketvirčio kampas; tg о «0 
ir сір a < 0, kai o yra II arba IV ketvirčio kampas. 

Sinuso, kosinuso, tangento ir kotangento Zenklai kiekvie- 
name ketvirtyje parodyti 73 paveiksle. 

Išvesime formules, išreiškiančias priešingų kampu sinusų, 
kosinusų, tangentų ir kotangentų priklausomybę. 

Dabar nustatykime, kurios trigonometrinės funkcijos yra ly- 
ginės, kurios — nelyginės. 
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Jinuso ženklai Kosinuso ženklai Md 
Zenklai 


73 pav. 


Sakykime, kad spindulys OA, pasuk- 
tas kampu о, sutampa su spinduliu OB, 
o pasuktas kampu —@ — su spinduliu 
OC (74 pav.). Sujungę taškus B ir C 
atkarpa, gauname lygiašonį trikampį 
BOC. Spindulys OA yra kampo BOC pu- 
siaukampinė. Vadinasi, atkarpa OK yra 
trikampio BOC pusiaukraštinė ir aukš- 
tine. Iš čia išplaukia, kad taškai B ir C 
simetriški abscisių ašies atžvilgiu. 74 pav. 

Sakykime, kad taško B koordinatės 
lygios x ir y. Tuomet taško С koordinatės lygios x ir —y. Tuo 
remdamiesi įsitikiname, kad 


“у y 
sin (-о)----------віпо 
in (-о) Б Б 1 
cos (—o) = — = cos a, 
R 
tg (-a) = e -2 =-tga, 
x x 


ctg (-a) = - 2 - = сіра. 
-у y 


Išvedėme formules, išreiškiančias priešingų kampu sinusu, 
kosinusu, tangentu ir kotangentu priklausomybe: 

sin (-о) = —sin о, cos (-0) = cos Q, 

tg (-0) = -tg a, сір (-0) = -ctg a. 

Pavyzdžiui: cos (—40°) = cos 40°, tg (—60°) = —tg 60° --/3 : 
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Taigi sinusas, tangentas ir kotangentas уга nelyginés 
funkcijos, o kosinusas — lyginė funkcija. 

Išnagrinėkime dar vieną trigonometrinių funkcijų savybę. 

Jeigu spindulys OA, pasuktas kampu о, sutampa su spin- 
duliu OB (žr. 67 pav.), tai su tuo pačiu spinduliu sutaps OA, 
pasuktas kampu, kuris nuo a skiriasi sveiku apsisukimų skai- 
čiumi. Iš to išplaukia, kad sinuso, kosinuso, tangento ir ko- 
tangento reikšmės nepasikeičia, prie kampo pridėjus svei- 
ką apsisukimų skaičių. 


Pavyzdžiui: 
sin 30° = sin (30° + 360°) = sin (30° — 360°) = 
=sin(30* + 2 - 360°) = sin (30° – 2 - 360°) =... = 5 


Remiantis išnagrinėtomis savybėmis, galima rasti bet kurio 
kampo sinuso, kosinuso, tangento ir kotangento reikšmes kampą 
pakeitus neneigiamu kampu, mažesniu už 360°. 

Pavyzdys. Raskime sin 765? ir cos (-1170?). 

Turime: 
2 


sin 765? = sin (2 > 360% + 45?) = sin 45? = 12, 


cos (-11702) = cos 1170? = cos (3 - 360° + 90°) = cos 90° = 0. 


e 721. Nustatykite sin о, cos о, tg а ir сір о ženklus, kai: 
a) a = 48°, b) «= 187°; с а = 200°; d) a = 306°. 
e 722. Nurodykite rei&kinio Zenkla: 
a) sin 1795; с) tg 175%; е) сов 410°; р) sin (-75*); 
b) cos 280% d) сір 359% f) tg 500°; h) cos (-116?). 
e 723. Nustatykite reiškinio ženklą: 


а) cos 315% с) tg 145°; e) сов (-25“); 
b) sin 109% d) сір 288% f) tg (-10?). 


724. Kuriam ketvirčiui priklauso kampas о, kai: 


а) sin о > 0 ir cos а > 0; d) sin a > Oir tg o > 0; 
b) sin а < 0 ir cos G > 0; e) tg а < 0 ir cos о > 0; 
` c) sin о < 0 іг cos а < 0; f) ctg «> 0 ir sin о < 0? 
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725. Nustatykite reiškinio Zenkla: 

a) sin 100? · cos 300°; c) cos 320? + сір 17%; 

b) sin 190? - tg 200°; d) tg 170? - cos 400*. 

726. Kuriuose ketvirčiuose šių reiškinių ženklai yra vienodi: 
а) sin O ir соз Q; b) tg air ctg G; c) cos a ir tg o? 
727. Raskite reiškinio reikšmę: 

a) sin (-30?); c) tg (-452); e) cos (-90?); 

b) cos (-60“); d) сір (-30?); f) sin (-45?). 

728. Raskite: 

a) sin (-60?); b) cos (-180%); c) sin (-90%); d) ctg (—45°). 


729. Raskite kampo о sinuso, kosinuso, tangento ir kotan- 


gento reikámes (jei tokiu yra), kai: 


а) a = 7505; b) a = 810°; c) a = 1260“. 


730. Raskite: 
a) sin 390“; b) cos 420°; c) tg 540“; d) сір 450°. 


731. Raskite reiškinio reikšmę: 
a) sin 405“; b) сов 7209: c) ір 390“; d) сір 630°. 


732. Apskaiciuokite: 

а) sin (-720?); с) сов (-780?); 

b) cos (-405“); d) ctg (-1110?). 

733. Raskite: 

a) tg (—900°); b) ctg (-780?); c) sin (-1125?). 


Kartojimo pratimai 
734. Apskaičiuokite reiškinio 


-2 -2 2,2 

= x mm š š 

—— > reikšmę, kai x = -0,12 ir y = 0,5. 
x -y хку 


735. Išspręskite nelygybę: 
а) x? — x — 56 < 0; c) 4x? < -1; 


1 
b) Зх? - 29x — 10 > 0; Dg Pb. 
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30. RADIANINIS KAMPO MATAS. TRIGONOMETRINIU 
FUNKCIJU REIKSMIU APSKAICIAVIMAS 
SKAICIUOTUVU 


Posükio kampą galima išmatuoti laipsniais, minutėmis, se- 
kundėmis. Sie matavimo vienetai taip susiję: 
1° = 607, 1 = 607, 


iy » 2) 


Ве šių vienetų vartojamas dar vienas vienetas, vadinamas 
radianū. 


1 


Vieno radiano kampu vadinamas centrinis kampas, 
atitinkantis lanką, kurio ilgis lygus apskritimo spindulio 
ilgiui. 

75 paveiksle pavaizduotas 1 rad kampas. 

Radianinis kampo matas, t. y. kampo didumas, išreikštas 
radianais, nepriklauso nuo spindulio ilgio. Mat figūros, ribojamos 
kampo ir apskritimo, kurio centras yra to kampo viršūnė, lanko, 
yra panašios (76 pav.). 

Kaip susiję radianinis ir laipsninis kampų matai? 

Kampą, lygų 180“, atitinka pusapskritimis, t. y. lankas, kurio 
ilgis 1 lygus tR: 

I = aR. 


Norint rasti šio kampo radianinį matą, reikia lanko ilgį / 
padalyti iš spindulio ilgio R: 


l 
==. 
Е 
В 
Ж | 
| 2 
75 pav. 76 pav. 
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Vadinasi, 180° kampo radianinis matas lygus m: 
180? = л rad. 


Iš šios lygybės gauname, kad 1? kampo radianinis matas 


| au 

SENS 7778 
Fe i. rad. 

180 


1? apytiksliai lygus 0,017 rad. 
Iš lygybės 180? = л rad išplaukia, kad 1 rad laipsninis matas 


180 
lygus 


lrad- 280 : 
T 
Vienas radianas apytiksliai lygus 57°. 
Pavyzdžiais parodysime, kad radianinis matas keičiamas 
laipsniniu ir laipsninis — radianiniu. 
l pavyzdys. 4,5 rad išreikškime laipsniais. 


Kadangi 1 rad = , tai 


4,5 rad = 4,5. m. 22 шаваг. 


Л 

2pavyz d 2 s. Raskime 72° kampo radianinį mata. 
а 1 = — rad, 

Kadangi x rad, tai 


729-792. JE xis s ай» 13 rad. 
180 5 
Užrašant kampo radianinj mata, Zymuo „rad“ dažniausiai 
TS а-а” әш 59 2. 2 ” 
praleidžiamas. Pavyzdžiui, užuot rašius 72 -= rad rašoma: 
12° = 


Išreikškime 30%, 45°, 60°, 90% 270? ir 360° kampus radia- 
niniu matu: 


30° =Z. E. 90? - T PL) 
180 6 180 2 

du pet 270° = 7.9702 3 п, 
180 4 180 2 

60° =—5—.60=, 360° = ———.360 = 2x. 
180 3 180 
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Radianinis kampo matas daZnai rašomas trigonometriniuose 
reiškiniuose. Antai užrašas sin 1 reiškia 1 radiano kampo sinusa, 
užrašas sin (-2,5) reiškia —2,5 radianų kampo. sinusa, užrašas 


sin 3 reiškia = radianu Катро sinusa. Apskritai ušrašas sin х, 
kai x — bet kuris realusis skaičius, reiškia kampo, lygaus x 
radianų, sinusą. 

Kampų, išreikštų laipsniais arba radianais, trigonometrinių 
funkcijų reikšmes galima rasti skaičiuotuvu. Antai sinuso, ko- 
sinuso ir tangento reikšmės skaičiuotuvu „Әлектроника 
B3-36“, apskaičiuojamos taip. Apatinėje korpuso dalyje esantį 
perjungiklį „ГРАД—РАД“ perjungiame į padėtį „ГРАД“, jeigu 
kampas išreikštas laipsniais, arba į padėtį „РАД“, jeigu kampas 
išreikštas radianais. Toliau reikia surinkti skaičių, išreiškiantį 
kampą, nuspausti klavišą , оро to klavišą, virš kurio para- 
šyta atitinkama funkcija. 

3 pavyzdys. Apskaičiuokime skaičiuotuvu reiškinio 
reikšmę 0,001 tikslumu: 

a) sin 28°17/; b) cos 3,9; с) eL. 


a) Perjungiklj perjungiame į padėtį „ГРАД“, po to 28217” 
išreiškiame laipsniais ir nuosekliai nuspaudžiame klavišus 


ir | sin]. Kadangi 28°17 = (28-27) „tai skaičiavimo programa 
bus tokia: 

17| + |60 28 | = [Е || sin]. 

Gauname: sin 289177 = 0,474. 


b) Perjungiklį perjungiame į padėtį ,,PAJI" ir cos 3,9 reikšmę 
skaičiuojame pagal programa 


39 

Gauname сов 3,9 = -0,726. 

c) Perjungiklį perjungiame į padėtį ,,PAJI". Ieškant reiškinio 
4n 
T reikšmės, galima pasinaudoti skaičiuotuvo „Әлектроника 


Б3-36“ specialiu klavišu z, kurį nuspaudus indikatoriuje matome 
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skaičių 3,1415926 — skaičiaus л apytikslę reikšmę 107 tikslumu. 
Skaičiuosime pagal programą 


Le] [= ]4[ + |7[F | [tg]. 
Gauname: tg E = —4,381. 


Norint apskaičiuoti kampo kotangenta, iš pradžių reikia rasti 
to kampo tangento reikšmę, o po to — atvirkštinį skaičių. Tam 


nuspaudžiami klavišai [1]. 
e 736. Raskite kampo laipsninj mata, kai radianinis matas 
lygus: 


a) 0 5: c) AE e) --Л: g) ——T; 
И 5' 4 2 > 
: 9 , 6 ` 


e 737. Išreikškite laipsniais kampą, kurio radianinis matas 
lygus: 


0.2: LU gs 
a) 249 с) 2 Ч е) : 3 > 
b) 3,1; d) Ую! f) Fi 
e 738. Raskite kampo radianinį mata: 
a) 135°; c) 36°; e) 240°; g) -120%; 
b) 210*; d) 150*; f) 300*; h) -225*. 


e 739. Kampa о išreikškite radianais, kai: 
a) а= 10°; с) «= 64°; е) а = 225°; g) а = —45°; 
b «= 18°; d а= 200°, f a = 390°; h) o = —60°. 
e 740. Išreikškite radianais kampą, gretutinį kampui о, kai: 
a) ge, b) а= Hg, с) о = 0,81. 
741. Stačiojo lygiašonio trikampio kampus išreikškite radia- 
nais. 
742. Kuriam ketvirčiui priklauso kampas о, kai: 
a) gat. р) а = 1,81; с) а = 0,6л; 4) 4-1 
743. Nustatykite reiškinio Zenkla: 


кыр ` c) sin 1; e) tg T? g) ctg с>; 
T 
b) cos FE d) cos 0,9; f) tg 3; h) ctg 0,2. 
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e 744.Nustatykite kiekvienos trigonometrinės funkcijos ženklą 
intervale: 


a) (% z): b) (Фа); с) (535| d) F әл, 


e 745. Užpildykite lentelę: 


e 746. Apskaičiuokite: 


ЧЕ |; т 220 
2sin—+tg—; cos 1—2Ssin — ; 
a) з ёл с) 6 


т. 8 T 
5 — -sin — 7; 2 cos — + tg m. 
b) co 5 M d) 3 g 
747. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


: ‚ 87 т т 
2 sin T — 2 cos — + 8 tg — -ctg — ; 
ai gm та 


5 T T T T 
== |+3 ——tg—+ctg—; 
b) sin | z) шаг > etg; 


T T Зл 
2sin — – 3 tg — + сіс | -— |-tg x; 
с) шэг” 86 “| =] 87 


T 4: Я T 
3tg|-— |+2 —-83tg0-2ctg —. 
d) | 3 SI 8 8 1 
748. Apskaičiuokite: 
" 9T M о П 9T : T „R 
—+ 2-3 tg — —tg —; 
a) sin 4 sin 3 c) tg аа g 3 
2T 2T C A s T 
cos“ —— cos" — ; tg — cos — sin —. 
b) 6 4 4) 56 “Зиг” 
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749. Raskite reiškinio reikšmę: 


a) šita“ nis бак + 
2 2. 
А 3n : 
b) віп(-л)- cos E +2sin2n-tg 1; 


T T T 
3— sin? — +2 cos? — -5 tg? —; 
c) sin 3 c 2 g 4 
T T T T 
d) 3sin? 2—4 tg? — -3 cos? — +3 ctg? —. 
) B P “мий” 
e 750. Apskaičiuokite reikšmę: 


13 
a) sin 2,5m; c) tg PX e) ctg m 
9n) 9л | 17п 
b) сов С} d) sin[ 2 ) f) tg 1-2) 


ө 751. Raskite: 
7 
a) etg I. b) qx ME. c) sin 3 d) cos (-4,5л). 


3 4 
752. Apskaičiuokite skaičiuotuvu 0,01 tikslumu: 
а) cos 125287”, c) sin 3,48; e) sin 3,71; 
2 
b) tg 482197; d) cos 176,5; f) tg. 


Kartojimo pratimai 

753. Suprastinkite reiškinį: 
a-3 6a —18 5a – 15 

а) 


а? -За+9 аз +27) 4a? -108” 


x-3 " x-3 2x? -128 
b) х -64 x2+4x+16 3-x ` 


754. Išspręskite nelygybę: 
a) 6x — 10x? < 0; b) 7x? < – 2x. 


Kontroliniai klausimai 


1. Apibrėžkite kampo «© sinusa, kosinusa, tangenta ir ko- 
tangenta. Su kuriomis о reikšmėmis turi prasmę kiekvienas šių 
reiškinių: sin а, cos 0, tg о, ctg о? 
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2. Kokie уга sinuso, kosinuso, tangento ir kotangento Zenklai 
kiekviename koordinatiniame ketvirtyje? 

3. Kurios trigonometrinės funkcijos yra lyginės, kurios — 
nelyginės? Parašykite atitinkamas lygybes. 

4. Ką vadiname radianu? 30“, 45°, 60°, 90°, 180°, 270“, 
360° kampus išreikškite radianais. 


PAGRINDINĖS TRIGONOMETRINĖS 


31. TO PATIES KAMPO TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ 
PRIKLAUSOMYBĖS 


Išsiaiškinsime, kaip susiję to paties kampo sinusas ir ko- 
sinusas. | 

Sakykime, kad spindulį ОА, lygų R, pasukę apie tašką О 
kampu о, gavome spindulį OB (77 pav). Jei x yra taško B 
abscisė, o y — jo ordinatė, tai pagal apibrėžimą 


А y x 
sina ==, cosa = —. 
R R 


Iš čia išplaukia, kad 

х= R cos G, y = R sin o. 

Kadangi taškas B priklauso apskritimui, kurio centras yra 
koordinačių pradžia ir spindulys lygus R, tai jo koordinatės 
tenkina lygtį x? + у? = R. 

Remdamiesi lygybėmis x = R cos G ir 
y = R sin а, gauname: 

(R cos о)? + (R sin о)? = R2. 

Šios lygybės abi puses padaliję iš R?, 
gauname: | 


a) 


Išsiaiškinsime, kaip susiję to paties 
kampo tangentas, sinusas ir kosinusas. 


Pagal apibrėžimą {са = 2 Kadangi 
x 
у = R sin à, x = R cos о, tai 
wiste Квшо sina 
х Rcosa cosa 
Vadinasi, 
sin o, 
ug бн cos 4 (2) 
Analogiškai 
x Всово cosa 
сіра = – = —— =— › 
y Есіпа sina 
t. y. 
ctg а = 950 (3) 


sina ` 

(1) lygybė teisinga su bet kuriomis о reikšmėmis, (2) lygy- 
ре — su visomis о reikšmėmis, su kuriomis cos о = 0, о (3) 
lygybė — su visomis « reikšmėmis, su kuriomis sin o z 0. 

Remiantis (1)—(3) formulėmis, galima išvesti kitas formules, 
išreiškiančias to paties kampo trigonometrinių funkcijų priklau- 
somybes. . 

Iš (2) ir (3) lygybës gauname: 


біп © сова 


tg о-сіро- 21, 


cos х sin O 
t. y. 
іа. ctg o = 1. (4) 
(4) lygybė rodo, kaip susiję to paties kampo о tangentas ir 
kotangentas. Ji teisinga su visomis 4 reikšmėmis, su kuriomis 
tga ir сіс о turi prasmę. 
(4) formulę galima išvesti ir tiesiog iš tangento bei kotan- 
gento apibrėžimo. 
Išvesime formules, išreiškiančias to paties kampo tangento ir 
kosinuso bei kotangento ir sinuso priklausomybes. 
Abi (1) lygybės puses padaliję iš cos? а, gauname: 


sin? o 1 
—+15 ———, 
cos Q cos 0 
t. y. 
1 + tg a= -EN (5) 
cos?o, 
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Abi (1) lygybës puses padalije 18 sin? а, gauname: 


cos? à 1 
1%--:-----, 
sin^a іп? а 
t. у. 
1 
1 + сір? а = —. (6) 
ѕіп?а 


(5) lygybė yra teisinga, kai cos а = 0, о (6) lygybė — kai 
sin 4 > 0. 

Visos (1)—(6) lygybes уга tapatybés. Jos vadinamos pagrin- 
dinémis £rigonométrinémis tapatybėmis. Pavyzdžiais parodysime, 
kaip šios tapatybės taikomos apskaičiuojant trigonometrinių 
funkcijų reikšmes, kai žinoma vienos funkcijos reikšmė. 

1 pavyzdys. Raskime cos a, tg oe іг ctgo, kai 

: 5 . т 
sın Q& = — 1r —<Q <. 

Pirmiausia apskaičiuosime cos о. Iš formulės sin? & + cos? 4 = 
= 1 gauname: 

cos? & = 1 – sin? a. 

Kadangi kampas o priklauso II ketvirčiui, tai jo kosinusas 
neigiamas. Vadinasi, 


Žinant kampo о sinusa ir kosinusą, galima apskaičiuoti jo 
tangentą: 


Ieškant kampo о kotangento, patogu taikyti formule tg ax 
xctg а = 1, būtent: 


=———=-2—. 
tga 5 5 


Vadinasi, 


ctg «= 


12 5 2 
сов б----, ба --——, ctga --2—- 
13 E š 5 


T 
2 pavyzdys. Yra žinoma, Кай tg а = 2 ir 0 < € <: 
Raskime sin o, cos & ir ctg о. 
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1 

. . 2 ... . 

Remdamiesi formule l-tg'o- 20? apskaičiuosime cos o: 
cos 


1 _ 1 1 
14480. 1+4 5 
Pagal sąlygą kampas o priklauso I ketvirčiui, todėl jo kosinusas 
teigiamas. Vadinasi, 


5 5 


Zinant cos a ir tg о, galima apskaičiuoti sin о. Iš formulės 


cos? a = 


sin 0 


tga- auname: 
cos Q 8 Ы 


sina = tg e: cos (0-2.--- 


J5 245 
Ал 


% 5 
Zinant tg о, lengva rasti сір о: 
ctg о = e y - 1 š 
шо 2 

Taigi 

; [5 1 
sin Q = , cos & = —, ctga=—. 

5 2 


e 755. Suprastinkite reiškinį: 


a) 1 — cos? о; d) sin? а + 2 cos? а — 1; 
b) sin? o. — 1; e) (1 — sino)(1 + sin o); 
с) cos? a + (1 — sin? o); f) (cos — 1)(1 + cos o). 


e 756. Pertvarkykite reiškinį: 
a) 1 — sin? а — cos? o; b) cos? а — (1 — 2 sin? а). 


e 757. Suprastinkite reiškinį: 


: 1- sin? 
a) sin а созо tg о; d а, 
cos 0 
сов? а 
b) sin а cosa ctga — 1; e) ———; 
4: Б td 
I 1-сов 0. 
sin? a — tg о ctg о; f) ———. 
e) аш айы ы ) 1-sinža 
e 758. Suprastinkite reiškinį: 
а) sin? а + cos? a + tg? о; b) tg а ctg a + сір? a. 
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e 759. Pertvarkykite reiškinį: 


a) sin a ctg о; d) tga ctga – 1; 
t 
b) tg о созо; e) ES ad 
ctg a 
: "T XE 
Qj EB. f sin Scu 
tga 1-cos' о 


T 
e 760. Yra Zinoma, kad 2 «a «mn. Raskite: 


М | : 15 
a) sin о, kai cos e = -0,6; c) tga, kai cos a 2-17; 


b) cos о, kai sina = —; d) sin о, Каі ctg а = —2. 


w |= 


e 761. Zinodami, kad 0<а<5, apskaičiuokite: 


a) cos о, kai sin о = 0,6; с) сов о, kai tga = 3; 
, : 1 222 12 
b) sina, kai cos а = 2: d) ctg a, kai sin o = 13” 


e 762. Ar уга toks kampas f, kuris tenkina salyga: 


: 9 4 
а) sin B=, eos B= 30; с) te=, сщВ=18; 


41 


b) sin б=т, cose i; d) tgB- / 2-1, ctgB- / 2. 1? 


e 763. Mokinys, radęs lentelėse kampo «о sinuso ir kosinuso 
reikšmes, parašė: sin о = 0,33, o cos © = 0,63. Įrodykite, kad jis 
suklydo. 


e 764. Apskaičiuokite: 


9 T 
a) tg о, kai sin а= — ir —«a«m; 
) tg о, kai sin "ad 


š 1. 3 
b) cos о, kai сір са: ir л<а<%. 


e 765. Yra žinoma, kad о yra II ketvirčio kampas. Apskai- 
čiuokite: 


а) сір о, kai cos 4=--—; b) sin a, kai tg e = -1. 


ove 
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e 766. Raskite kampo a trigonometrinių funkcijų reikšmes, kai: 


a) din ir 0cac-; 
5 2 


rs ГЭЭ 
р) созо € іг о yra I ketvirčio kampas; 
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ЯВ. 
с) ipaa ir —«a«m; 
d) ctg a = —2,5 ir а yra IV ketvirčio kampas. 


e 767. Apskaičiuokite kampo f trigonometrinių funkcijų reikš- 
mes, žinodami, kad: 


40 п 3n 
a) вір--- ir — ; с) (ер-1ігтл<р<--; 
) sin В Aš ; <В<л ) tgp ir T<B 2 
b) cos p ir алы d) ctgB=3 ir 0<В<5. 


768. Zinodami, kad: 


a) sin а = 0,62 ir залах 
b) tg a = -2,1 ir S ean; 
с) cos & = —0,23 іг «ac 


d) ctg 22,2 ir 0<а<5, 


apskaičiuokite kitų kampo ос trigonometrinių funkcijų reikšmes. 
Skaičiuojant galima naudotis skaičiuotuvu. 

769. Apskaičiuokite kampo о trigonometrinių funkcijų reikš- 
mes, kai: 


| 8 3 
a) sin 615123 b) VEL E N, 
770. Kampo о trigonometrines funkcijas išreikškite: 
a) funkcija sin о; b) funkcija cos a. 


Kartojimo pratimai 


771. Suprastinkite reiškinį: 


r ab 
a+b а-ы 1-5). ab? -a?b © a-b- 

а) gabat -a ү 6 J D arb g в} 
a+b 
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112. Ar tiesé y — 10x = 0 kerta parabole у = 2x? — 6x? Jeigu 
taip, nurodykite susikirtimo tašku koordinates. Atsakyma pa- 
iliustruokite scheminiu brėžiniu. 


32. PAGRINDINIU TRIGONOMETRINIU FORMULIU 
TAIKYMAS PERTVARKANT REISKINIUS 


Jau teko pertvarkyti paprasčiausius trigonometrinius reiš- 
kinius. Išnagrinėkime sudėtingesnius pavyzdžius. 
1 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį ctg? о(соѕ? а — 1). 


Е бИ cos 0. 
Remdamiesi formulėmis ctg а = 


іг sin? о + cosa. = 1, 


sin о 
gauname: 


208 o . 
ctg^a (соѕ a – 1) = ——5— (-ѕіп? о) = — cos’ a. 
sin^a 


НЕСЕ КЕРЕГЕНІ! 1-сов о 

2pavyzdy s.Suprastinkime reiškinį T | 

1+ соѕ а sin « 
sina  1+с050 _ біп” a+(1+cosa)? біп” 0+1+2 соѕо + соѕ? 0 | 


1-сово sin о sin o (1 + cos о) sin а (1+ cos о) 
2+2c080 _ 2(1+coso) 2 
sino (1+ соѕ0) ѕіп 2 (1+ соѕ50) sina 


3 pavyzdys. Irodykime tapatybę 

tg? a — sin? a = tg? о-51п? a. 

Pertvarkome kairiąją lygybės pusę: 
0 

tg'a -— sin? o = sn -sin'a-sin'o м -1)- 
сов” о. сов” a 


=sin2o (1+ tg?a – 1) = tg?a sin? a. 


Gavome reiškinį, esantį dešiniojoje lygybės pusėje. Taigi ta- 
patybė įrodyta. 


773. Suprastinkite reiškinį: 


a) 1- 1 Е ë 1 BH бозо, 
cos? a ctga 
2 2 
b) Е: ET а) le oct cos a 
sin“ o. 2 sin о 


774. Pertvarkykite reiškinį: 


== 59; m 
a) dar ЭРЭЛ, dj 95 975 крга; 
n ñ cos^a- 1 
1 Е 1 | РОР 
b) sina-1 18807 е) tg (вш B- D; 
1-сі 
) Caco d n f) cos? a - (ctg?^a + D sin? a. 
tgy-1 
775. Suprastinkite: 
1-sin 0 
a) T гео, с) ctg*B(cos*B-1)+1; 
cos а 
1 1 tgp-1 
+ ў d) КІ жый . 
1+ соз а 1-сова 1+ сіс В 


776. Įrodykite, kad su visomis leistinosiomis В reikšmėmis 
reiškinio reikšmė nepriklauso nuo В: 
1+2 sin B cos В 1 1 
Asi. 8152-25-04 
(sin B + cos В) 1+ $ 1-сір 
sin? В – cos? 8-1. d) l+sinB 1-sin В 
6 соѕ В соз В 

777. Irodykite, kad su visomis leistinosiomis о reikšmėmis 
reiškinys įgyja tą pačią reikšmę: 

a) (sin a + cos o)? — 2 sin «сово; 


b) 


sin? p 


2-sin'a-cos?a | 
3sin2 a +3 соға” 


b) 


c) sin‘ a + cos“ a + 2 sin2 o cos?a ; 
віп“ o — cos! 0 
sin? o — cos? a ` 


778. Suprastinkite reiškinį: 


а) tg (Co) cos a sina ; с) cos" a tg?(-o) - 1; 
ctg (-о) sina 1-іс(-о) 
cosa ’ sin a + cos (—0) ` 
779. Pertvarkykite reiškinį: 
а) ctg о sin (—o) — cos (-0); с) tg(-B) ctg D +sin? В; 
1-sin?(-x) tg (-x) +1 
ана C is l-ctgx ` 
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780. Suprastinkite reiskinj: 


2 
cos x cos x t -1 
a AQUI =з с) кан. + соѕ? 9; 
l-sinx l+sinx tg'o-1 
b 0089 д; 4 sin“ a сона. acosa 
) T+ sino | ) ` 


_ Sin O + cos o. 


781. Raskite reiškinio didZiausia reikšme: 
a) 1 — (cos?a - sin? о); с) co? о іо? а + 5 co? a — 1; 
b) 1 — sin & cosa tg o d) япа + 3 sin? a + 3 cos? a. 


782. Žinodami, kad sin Оо + cos œ = 0,8, raskite sin 0 cos a. 


783. Žinodami, kad tg a + ctg а = 2,3, apskaičiuokite tg? o + 
+ ctg? о. 

784. Įrodykite tapatybę: 

a) (tg a + сір o)? - (tg о- сір 0)? = 4; 

b) (2 + sin B2 — sin B) + (2 + cos B)2 — cos 0) = 7; 
sin 0 1 
c) ctg a + ————— = —— ; 
l+cos04 sinc 
1-2sinxcosx . 
———— — — =siln x— cos x. 

sın X — COS X 

785. Įrodykite, kad su visomis leistinosiomis 0 reikšmėmis 
yra teisinga lygybė: 

a) (8ш + cos 0)? + (sina — cos à)? = 2; 

1-sinža 1 


1-cosža бо? 
с) sin* а — cost a = sin? a — cos? G; 
ctg a 
2289 cos? G. 
ctg a + tg & 


786. Įrodykite tapatybę: 
cos? o — sin? o 


- = cosa —sin 04; 
l+sin О соз 0 


b) (1 + tg 0)? + (1 — tg 0? = ——; 
cos 0 


c) ын ыг, -2tgp; 
1-sinB 1+sinp 
їс о + іс В „шеш; 
ctg о + ctg В 
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e) sin? о cos? В — cos? о sin? B = sin? a — sin? p; 
f) cos? о cos? B — sin? о sin? B = cos? а — sin? f. 
787. Įrodykite tapatybę: 
a) (sin B + sin о) (sin о — sin B) — (cos а + cos P) (cos B — 
- сов 0) = 0;. 
b) сір? а — cos? а = сір? о cos? о; 
cos?a-sin'g ., Т 
——=sin'ū4c0s 0, 
ctga – tga 
1-4 sin? о. cos? а 


TEREE. +2sin o соѕ а = 1. 


788. Suprastinkite reiškinį ir apskaičiuokite jo reikšmę: 
a) 1 — sin а cos а tg о, kai sin а = 0,7; 
b) сов“ а + sin? a cos? 0, kai tg a = 2. 
789. Suprastinkite reiškinį, o paskui apskaičiuokite jo reikš- 
mę: 
sin О. " sin Q 


kai si 1 
14460846 1-—c g | MB ет, 


Kartojimo pratimai 


790. Raskite reiškinio reikšme: 


9 
a) cos 8,5m; d) dg 
b) tg 9л; 
c) sin (-3,51); e) cos (A). 


791. Staéiojo trikampio statiniu skirtumas lygus 5 dm. 
Ilgesnįjį statinį padidinus 4 dm, o kitą sumažinus 8 dm, gauto 
stačiojo trikampio įžambinė bus tokio pat ilgio, kaip ir pradinio 
trikampio. Raskite pirmo trikampio statinių ilgius. 


792. Stačiojo trikampio statinių suma lygi 79 cm. Vieną sta- 
tinį padidinus 23 cm, o kitą sumažinus 11 cm, naujo trikampio 
įžambinė bus tokio pat ilgio, kaip ir pradinio. Raskite pradinio 
trikampio statinių ilgius. 


13. 
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33. REDUKCIJOS FORMULES 


T 3 : : : 
Кашрч > т*@®,—т&=0 ir 2n +0 trigonometrines funk- 


cijas galima išreikšti kampo о funkcijomis. Tam tikslui taikome 
„formules, kurios vadinamos redūkcijos fórmulémis. 
Pirmiausia išvesime sinuso ir kosinuso redukcijos formules. 
Įrodysime, kad su bet kuria о reikšme 


sin(Z+a]= cosa ir DT | (1) 


T 

Spindulį OA, lygų R, pasukime kampu «a ir kampu g^ 
Tuomet spindulys OA pereis atitinkamai j spindulius OB, ir OB, 
(78 pav.). 

Iš taško B, į koordinačių ašis nuleiskime statmenis B,C, ir 
B,D,. Gausime stačiakampį OD,B,C,. 

T 

Stačiakampį OD,B,C, pasukime kampu 2 apie tašką O. Tuo- 
met taškas B, sutaps su tašku B,, taškas C, atsidurs y ašies taške 
C,, taškas D, — x ašies taške D,, o stačiakampis OD,B,C, sutaps 
su jam lygiu stačiakampiu OD,B,C.. 

Iš čia išplaukia, kad taško B, ordinatė lygi taško B, abscisei, 
o taško B, abscisė — skaičiui, priešingam taško B, ordinatei. 
Taško B, koordinates pažymėkime raidėmis x, ir y,, o taško B, — 
raidėmis x, ir y,. Tuomet 


y, = X, ir x, = >, 
Todėl 


Уг Х:ї. X2 Yi 


R R R R 


8,(хә;уг 1 А 
e Vadinasi, 


. (7 : т ; 
sin | — +0 |-cosa ir cos| - +0 |=-sin a. 
Ë | > | 
18 (1) formulës išplaukia, kad 


. T a T $ 
sn (5 -a)- cosa 1r cos (£a )-sin c. 


T T 
Iš tikrųjų, skirtumą ru a išreikškime suma 2 +(-0). Tuomet 


sin E - J = sin E * 22 = cos (—0)=соз5@, 


ТЕ - J = cos E + 25 =—sin (-о) = sin «. 


Dabar išvesime kampo л + о sinuso ir kosinuso redukcijos 
formules: 


sin (T + о) = -sin G ir cos (T + 0) = —cos Q. (2) 


Катра л + a išreikškime suma 2 um ir du kartus pri- 


taikykime (1) formule. Pavyzdžiui: 


т (m ur t: 
cos (T + о) = cos х.) --sin (ee) - eos a. 
2.12 2 


Atkreipiame démesi, kad (2) formule lengva išvesti sampro- 
taujant geometri&kai (79 pav.). Spindulj OA pasukus kampu a ir 
kampu п + о, taškas A sutaps atitinkamai su tašku B, ir tašku 
B,. Sie taškai simetriški koordinačių pradžios atžvilgiu. Koor- 
dinačių pradžios atžvilgiu simetriškų taškų abscisių ir ordinačių 
moduliai yra lygūs, o ženklai priešingi. Iš čia išplaukia, kad 
sin (T + O) ir sin a, taip pat cos (л + о) ir cos « yra priešingieji 
skaičiai. 

Dabar galima įrodyti, kad 

sin (1 — о) = sin Q ir cos (T — 0) = —cos G. 


Tam pakanka 1-0 išreikšti suma л + 
+ (-0) ir pritaikyti (2) formules. 


3 ; : : 
Kampo 2 T+0 sinuso ir kosinuso 


redukcijos formulės yra tokios: 


mi 
sin|Ž m+0 = —с08 0 ir 


ев [2 пча) sina. (3) 
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3 
Norint išvesti (3) formules, pakanka reiškin; 2 ® +0 išreikšti 


x 
suma g as ir nuosekliai pritaikyti (1) ir (2) formules. 


Remiantis (3) formulémis, lengva jsitikinti, kad 
3 ; 
sin (34- 3 —cosQ ir cos FZ --gina. 


Pagaliau išnagrinėsime kampo 2л + о sinuso ir kosinuso 
redukcijos formules. Žinome, kad kampui о padidėjus ar su- 
mažėjus sveiku apsisukimų skaičiumi sinuso ir kosinuso reikšmės 
nesikeičia. Todėl 

sin (Әл + а) = sin ad ir cos (2x + о) = cos 0. (4) 

Teisingos ir šios formulės: 

sin (21 — о) = -sin a ir cos (21 — о) = cos a. 

Pavyzdžiui: 

sin (21 — а) = sin (-0) = -sin a. 

Tangento ir kotangento redukcijos formules galima gauti re- 
miantis sinuso ir kosinuso redukcijos formulėmis. Pavyzdžiui: 


= (то) Š 
є[&+о|#—7—©=-°©® „шо, 
2 (5 J —sin 04 
cos| — 4 
2 
ag og ӨТЕН еда. ti. 
sin(T+0) -sinc 


Visas redukcijos formules surašysime dviejose lentelëse: 
pirmoje — kampu п +0 ir 2т жа, formules, о antroje — kampu 


т 3 
p^? ir әле formules: 


ЕН x EM «| sin m —cos Q | —cos Q 


cos x |-sin 4 


ЕЕЕ: 


tg x tg a 
ctg x | ctg a 


I$ lenteliu galima išvesti redukcijos formuliu sudarymo tai- 
Sykle: 

funkcija dešiniojoje lygybės pusėje rašoma su tokiu pat 
ženklu, kurį turi pradinė funkcija, kai kampas o yra 
I ketvirtyje; 

kampų п + а ir 2л + a funkcijos pavadinimas nekei- 


xs л „ 8 r "C 
čiamas, о kampų 25% іг 7+9 funkcijos pavadinimas 


keiciamas (sinusas — j kosinusq, kosinusas — j sinusq, 
tangentas — į kotangentą, kotangentas — į tangentą). 


Remiantis šia taisykle, galima parašyti bet kurią redukcijos 
formulę (nesinaudojant lentelėmis). 

1 pavyzdys.tg(n- o) išreikškime kampo о funkcija. 

Tarkime, kad о priklauso I ketvirčiui. Tada kampas x — о 
priklausys II ketvirčiui. Antrame ketvirtyje tangentas yra nei- 
giamas, todėl dešiniojoje lygybės pusėje reikia rašyti minuso 
ženklą. Kadangi kampas yra л – a, tai pavadinimas „tangentas“ 
nesikeičia. Todėl tg (n — а) = -tg a. 

Remiantis redukcijos formulėmis, bet kokio kampo ir trigo- 
nometrinės funkcijos reikšmės radimą galima pakeisti kampo nuo 


EMEN" а 12 sis БЭРЭН" š "NP! 
0 iki 2 trigonometrines funkcijos reikámes radimu. Pateiksime 


pavyzdžių. 


8n 
2 pavyzdys. Raskime cos 3 reikšme. 


3 pavyzdys. Raskime sin (-585?) reikšmę. 
sin (—585°) = —sin 585° = -віп (360? + 225?) = —sin 225? = 


= —в1п (180? + 45?) = — (-віп 45?) = sin 45? zr 
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e 793. Pakeiskite kampo о trigonometrine funkcija: 


a) sin (1-8) | е) cos (2x — o); i) ctg (360° — о); 
Зл : 

b) cos (Zsa); f) sin (21 + о); k) cos (90? — о); 
Зл : 

c) tg (Z-a); g) tg (180° — o); ]) sin (270° — o); 

d) сір (x + о); h) sin (180° + o); m) tg (270° + o). 

e 794. Pakeiskite kampo о trigonometrine funkcija: 

a) sin (теа) d) cos (27 + а); g) sin (360? + о); 
Зл 

b) cos (Z-a); e) ctg (1 — o); h) cos (90° + о); 

c) tg (T + о); f) sin (n + о); 1) tg (90? — o). 


ө 795. sin о, cos a, tg о, сір o išreikškite kampo, priklausančio 
intervalui [0°; 9021, trigonometrine funkcija, kai: 
а) а = 130°; b) а = 190°; с) а = —320% d) а = -590". 


e 796. Pakeiskite kampo, kuris priklauso intervalui (o z), 
trigonometrine funkcija: 


a) cos 0,77; b) ctg 1-2) c) sin 1,6 1; d)tg 2) 
e 797. Pakeiskite kampo, kuris priklauso intervalui [0°; 90°], 
trigonometrine funkcija: 

а) tg 1375; b) sin (—178°)) с) sin 680% d) сов (-1000?). 
e 798. Raskite sin о, cos о, tg о, сір о, kai: 


277227 | шаш: Usus. 
3 4 6 
e 799. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 
a) sin 240“; с) tg 300°; е) сір (—225°); 
b) cos (-210?); d) sin 330*; f) sin 315°. 
e 800. Raskite: 
a) cos 120*; c) tg (-225?); e) cos m 
: „ 4n 
b) sin (-1509); d) cos (-225?); f) ms 
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801. Suprastinkite reiškinį: 


a) sin 1-2) c) ctg (œ - 360°); 
b) cos (0-7) d) tg (-о + 270°). 
802. Suprastinkite reiškinį: 
a) sin (4-2) b) cos 8-2) с) tg (a — 2л). 
803. Pertvarkykite reiškinį: 
а) sin? (x + о); c) cos? (Z-a); 
b) tg? (та) d) сїр? (2n — о). 
804. Įrodykite, kad 
sin = соз С ; 


kai A, B ir С уга trikampio kampai. 
805. Įrodykite, Каа 
«+В Y 
ыГ EB 
kai o + B + y = 180°. 
806. Suprastinkite reiškinį: 
a) sin (90? — o) + cos (180? + o) + tg (270? + о) + сір (360? + o); 


b) sin БЭ: (a. — п) + tg к-а «etg (a). 
807. Pertvarkykite reiškinį: 


cos (-0)- cos (180° +o), sin (—0). сір (-а) | 
al "sin Co):sin (90° ко)” ©) cos (360° — o) -tg (180° ғо)” 
sin (T+0)-cos (2n- a) . sin (T + o) ` sin (о + 27) 


М 


tg (x — o) -cos (a — л) tg (n + о): cos (L5r+a)` 


808. Suprastinkite reiškinį: 
a) sin? (180° — x) + sin? (270° — x); 


b) sin (x — x) сов (+-2)-sin БЕ cos (1— х). 
809. Suprastinkite reiškinį: 
a) cos? (T+x)+ E + «| 


b) sin (zr + x) cos БЭК: (27 + x) sin (2-4 
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810. Įrodykite, kad: 


арай sin Баз 

Б . = tga; 
cos (т+о) E J 
tg Өтен 


T 
sin (7-0) ete [-а со8(21-0) . 
мый — (x. Y се 
g ЭНЭ 


811. Įrodykite, kad: 


а) sin (Зна ete). sin @-о)+ев[ут-«)=їо; 


b) сш” (n - o) -sin(a- 7. e 2 | 
2) cosa sin” а 


Kartojimo pratimai 


812. Yra Zinoma, kad s <=<т. Apskaičiuokite: 

a) sin а ir ctg а, kai cos а = —0,8; 

b) sin a ir cos о, kai tg а = -5. 

813. Įrodykite, kad 

sin? 4 (1 сір о) + cos? a (1 + tg a) = sin & + cos Q. 

814. Iš stočių A ir B, tarp kurių atstumas 75 km, tuo pačiu 
metu išvyko prekinis ir greitasis traukinys. Jie susitiko po pusės 
valandos. Prekinis traukinys atvyko į B 25 min vėliau negu 
greitasis į A. Koks kiekvieno traukinio greitis? 

815. Likus 70 km iki galinės stoties, traukinys vėlavo 10 min. 
Kad atvyktų laiku į galinę stotį, jis padidino greitį 10 km/h. 
Kokiu greičiu traukinys važiavo paskutinius 70 km? 


Kontroliniai klausimai 

1. Parašykite formulę, išreiškiančią to paties kampo sinuso ir 
kosinuso priklausomybę. Įrodykite. 

2. Parašykite formules, išreiškiančias tangentą ir kotangentą 
sinusu ir kosinusu. Įrodykite. 
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3. Išveskite formules: 


1 
tgactga-L 1-%ро----; 1зсіро----. 
: cos O sin Q 


4. Parašykite kampu 24 ir x - G redukcijos formules. 


$ 14. SUDĖTIES FORMULÉS IR JŲ IŠVADOS 


34. SUDĖTIES FORMULĖS 


Išvesime formules, pagal kurias dviejų kampų sumos ir skir- 
tumo trigonometrines funkcijas galima išreikšti tų kampų tri- 
gonometrinėmis funkcijomis. 

Spindulį OA, lygų R, pasukime apie tašką O kampu a ir 
kampu p (80 pav.). Gausime spindulius OB ir OC. 

Rasime vektorių OB ir OC skaliarinę sandaugą. Sakykime, 
kad taško B koordinatės lygios x, ir y,, o taško C lygios x, ir y,. 
Tas pačias koordinates turi atitinkamai vektoriai OB ir OC. Pa- 
gal vektorių skaliarinės sandaugos apibrėžimą 


Өй. OB aps is, 


Skaliarinę sandaugą OB -OC išreikšime kampų о ir В tri- 
gonometrinėmis funkcijomis. Iš kosinuso ir sinuso apibrėžimo 
išplaukia, kad 

x = R cos 0, y, = R sin о, x, = R cos В, y, = В sin B. 
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Įrašę x, x, y, ir y, išraiškas į dešiniąją lygybės OB.OC- 
= хух, + уу, puse, gauname: OB-OC =R? cos о cos B + R?x 
x sin о sin В = R? (cos о cos B + sin о sin p). 

Vadinasi, 

OB.OC = R? (cos a cos B + sin a sin p). 

Pagal vektorių skaliarinės sandaugos teorema: 


ОВ-ОС -|ОВ (0С|-сов ВОС = R? cos Z BOC. 


Kampas BOC tarp vektorių OB ir OC gali būti lygus e — B 
(žr. 80 pav.), 2л — (œ — B) (81 pav.) arba nuo jų skirtis sveiku 
apsisukimų skaičiumi. Visais šiais atvejais cos ZBOC = cos (a. — 
— B). Todėl 

ОВ.ОС = R° cos (a - В). | 

Kadangi sandauga ОВ. O C lygi іг R? (cos о cos В + sin a x 
x sin P), tai 

а) 

Dviejų kampų skirtumo kosinusas lygus tų kampų ko- 
sinusų sandaugai plius tų kampų sinusų sandauga. 

(1) formulė vadinama skirtumo kosinuso formule. 

Remiantis (1) formule, lengva išvesti sumos kosinuso for- 
mulę: "o 

cos (о + B) = cos (a — (-)) = cos о cos (—B) + sin о sin (-B)- 
= cos a cos B — sin о sin f. 

Vadinasi, 


cos (4 + B) = cos а cos B — sin о sin В. (2) 


Dviejų kampų sumos kosinusas lygus tų kampų kosi- 
nusų sandaugai minus tų kampų sinusų sandauga. 

Dabar išvesime sumos ir skirtumo sinuso formules. 

Remdamiesi redukcijos formulėmis ir (1) formule, gauname: 


sin ceo с» [®-(в+®)=е»|(®-«)-В)- 


T . (m 1 : 2 
= cos НО со5 +sin (Z-a) sin В = sin о cosp + cos o sin f. 


Vadinasi, 
sin (о + B) = sin а cos B + cos о sin В. (3) 
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Duieju kampu sumos sinusas lygus pirmojo kampo si- 
nuso ir antrojo kampo kosinuso sandaugai plius pirmojo 
kampo kosinuso ir antrojo kampo sinuso sandauga. 

Skirtumo sinuso formule gauname taip: 

sin (о — В) = sin (о + (-B)) = sin a cos (В) + cos a sin (-B)= 
= sin о cos B — cos а sin В. 

Vadinasi, 

a) 

Dviejų kampų skirtumo sinusas lygus pirmojo kampo 
sinuso ir antrojo kampo kosinuso sandaugai minus pir- 
mojo kampo kosinuso ir antrojo kampo sinuso sandauga. 

Išvestosios (1)—(4) formulės vadinamos sudėtiės formulėmis. 

Pateiksime pavyzdžių, kaip taikomos sudėties formulės. 

1 pavyzdys. Apskaičiuokime cos 15? ir sin 15°. 

15° išreiškiame skirtumu 45° — 30°. Tuomet 

cos 15° = cos (45? — 30?) = cos 45? cos 30? + sin 45? sin 30%- 


S аб сд LLR 


2 
sin RT = ZR (ив - 80? Қы = sin 45? cos 30? — cos 45? sin 30%- 


Rar lai, 


2 2 2 4 
2 xÇ avyzdy s. Suprastinkime reiškinį 


cos (à + В) + cos (о — p). 

Remdamiesi sumos kosinuso ir skirtumo kosinuso formulémis, 
gauname: 

cos (о + B) + cos (d — B) = cos о cos B — sin о sin В + 

+ cos о cos В + sin о sin B = 2 cos а cos P. 

Remiantis (1)—(4) formulėmis, galima išvesti tangento bei 
kotangento sudėties formules. Pavyzdžiui, išveskime sumos tan- 
gento formulę. 
вш (o + B) sin о cos В + cos о sin B 

оѕ (о +В) соѕ о cosB-sin asin f ` 

Trupmenos skaitiklj ir vardiklj padalykime i$ sandaugos 
cos о cos В, tardami, kad cos œ z 0 ir cos В = 0. 

біп 0 cos B „cosa sin B sina sin В 


tg (a + В) = 


соѕ а соѕ В cosacosB соза cosp _ tga+tgß 
cosacosB sinoasinp , sine sinB 1-tgatgp“ 
cosa cos B. сова cos В cosa cosp 
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Vadinasi, 


tgo tgp 
1-іра ер. (5) 
Analogiškai galima įrodyti, kad 


tg (о + В) = 


m. 60-і 
tg (a Meet (6) 


816. Remdamiesi sudėties formulėmis, pertvarkykite reiškinį: 


I ) ) si xd. 

a 4 Ф|; c) sin | Ф 4 ; 

b) cos (166) d) sin (9-2). 

817. Remdamiesi sudėties formulėmis, patikrinkite lygybę: 
"E: 

a) sin БОХ с) cos (T — о) = —cos Q; 
š . Зп š 

b) sin (x + о) = -sin o; d) cos БОЛ 

818. Remdamiesi sudėties formulėmis, pertvarkykite reiškinį: 

a) sin (60° — В); > b) cos (B - 30°). 

819. 105? pakeite suma 60? + 45°, apskaiciuokite: 

a) sin 105°; b) éos 105°. 

820. 75% pakeitę suma 30? + 45°, apskaičiuokite: 

а) sin 75°; Ь) сов 75°. 


821. Suprastinkite reiškinį: 


a) sin (a + B) — sin о cos B; c) (2-а) ево; 


8 . 
b) sin о sin В + cos (o. + p); a) 2 sin ceo (a 7). 


822. Suprastinkite reiškinį: 
a) E sin (2а) ово; ©) 8а8(2-0| V3 sin a: 
b) J2sin(a-5)-sina; d [8 ова -20з| а-л). 


e 823. Suprastinkite: 


а) cos (а — B) — cos о cos B; c) яв| а) sino; 
ӘТЕР 
b) sin о cos B — sin (a - B); d) cos ал) 3 sin о. 


e 824. Įrodykite tapatybę: 
a) cos (®— B) + sin (-о) sin B = cos о cos B; 
b) sin (e + B) + sin (-о) cos (-B) = cos о sin В. 
e 825. ]rodykite tapatybe: 
a) sin (а — В) — cos о sin (-B) = sin а cos B; 
b) cos (а + B) + sin (-о) sin (В) = cos о cos P. 
826. Suprastinkite reiškinį: 
a) cos 20 cos В + sin 20 sin B; b) sin 3y cos y- cos 3y sin y. 
827. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 
a) cos 107° cos 17° + sin 107° sin 17°; 
b) cos 36? cos 24? — sin 36? sin 24“; 
с) sin 63? cos 27° + cos 63? sin 279; 
d) sin 51? cos 21? — cos 51? sin 21°. 
828. Apskaičiuokite: 
a) cos 18? cos 63? + sin 18? sin 63°; 
b) cos 32? cos 58? — sin 32? sin 58°. 
829. Suprastinkite rei&kinj: 


: T T ту, T 
а) sin | &+— |cos|a-— |+ соѕ | 2+ — Įsin|4—-— |; 
| J | j | 3 | 3 


е т . (т c (т 
Ь) соз Ё +b) cos E -8)-sin Ё +B) ШЕ -8) 
830. Įrodykite tapatybę: 
a) sin (о + B) + sin (а – B) = 2 sin о cos B; 
b) cos (a — B) — cos (о + В) = 2 sin о sin B; 
с) cos (60° — о) - cos (60° + a) = 4/3 sin o; 
d) sin (30° — о) + sin (30° + o) = cos о. 
831. Suprastinkite reiškinį: 
a) sin (a + B) — sin (0-0) b) cos (30° + o) — cos (30? - a). 
832. Įrodykite tapatybę: 
a) sin (а + B) sin (a — B) = sin? a — sin? p; 
b) cos (a + B) cos (a — B) = cos? a — sin? p. 
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833. Suprastinkite: 
sin (0 + B) - cos a sinB ` sin (o — B) + 2 cos a sin B 
sin (a — B) + cos o sin B ' 2 cos & cos B. — cos (a — B) ` 


834. Suprastinkite: 
a) 


cos (a + B) +sin a sin В. cos (a — B) - 2 sin о sin В 
cos (a — B) - sin a sin В’ 2 sin o cos B -sin (z — B) ` 


5 š 8 4 : 
835. Zinodami, kad sina, cos, a ir B уга I ket- 


virčio kampai, raskite reiškinio reikšmę: 


a) sin (a + Б); b) cos (о + B); c) cos (a — p). 
836. Apskaičiuokite sin («+ B), kai sin а -2 , sinB -- 


о yra II ketvirčio kampas, o В уга IV ketvirčio kampas. 

837. Yra žinoma, kad а ir В yra II ketvirčio kampai ir 
sin 0 28, cos ñ ты . Apskaičiuokite: 

5 17 

a) sin (4 + Б); с) cos (a — В); 

b) sin (a — B); d) cos (œ + P). 

838. Įrodykite, kad sin y = sin о cos В + cos о sin f, kai о, 
B ir y — trikampio kampai. 

839. Trikampio dviejų smailiųjų kampų sinusai lygūs 


4. 5 : : 
5 ir i Raskite to trikampio trečio kampo kosinusą. 


1. 2 
840. Trikampio dvieju kampu kosinusai lygüs 3 ir 2 Ras- 


kite to trikampio trečio kampo sinusą. 
841. Žinodami, kad tga -Ž ir tgB= ñ , apskaičiuokite 
tg (о + p). 
842. Apskaičiuokite: a) tg 15% b) tg 75“. 
e 843. Remdamiesi formule tg (-0) = -tg B, reiškinį tg (о — B) 
išreikškite tg o ir tg p. 
844. Yra žinoma, kad tga= 2 „tgB= 2. Apskaičiuokite: 
a) tg (d + B); b) tg (а — p). 
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Kartojimo pratimai 

845. Raskite reikšme: 

а) sin 480% b) cos (-570%); с) tg (-750%); d) сір 495“. 
846. Įrodykite, kad 

(cos 4+sin o)? - 1 
сїр а — sin & cos 0. 
847. Suprastinkite reiškinį: 


=2{р°@. 


cos & — sin (-о) tga 
——————; tg (-о) ct —. 
8) 1-6ї6(-0) b) Mg t Cg aor ctg (-о) 
848. Išspreskite nelygybe: 
a) (х + 4)(x + 5) — 5 < 7; b) 6 — (2x + 1,5)(4 — x) > 0. 


849. Du autokrautuvai atliko darba per 20 h. Per kiek va- 
landu gali atlikti 51 darba kiekvienas autokrautuvas, dirbdamas 
vienas, jeigu žinoma, kad antras gali jį atlikti 9 h greičiau negu 
pirmas? 


35. DVIGUBOJO KAMPO FORMULĖS 


Remiantis sudėties formulėmis, galima sin 20, cos 2a ir tg 20 
išreikšti kampo « trigonometrinėmis funkcijomis. 
Tarkime, kad formulėse. 
sin (а + B) = sin о cos B + cos о sin f, 
cos (.. + B) = cos о cos B — sin о sin f, 
tgo tgp 
1-ісо tg В 
kampas В lygus kampui о. Vietoj B įrašę о, gauname tapatybes: 


tg (о + В) = 


sin 20 = 2 sin G cos 0, (1) 
cos 20 = cos? а — sin? о, (2) 


(3) 


Sios tapatybės vadinamos dvigubojo kampo formulėmis. 

Pateiksime pavyzdžių, kaip taikomos dvigubo kampo formu- 
lės apskaičiuojant trigonometrinių funkcijų reikšmes bei pertvar- 
kant trigonometrinius reiškinius. 

1 pavyzdys. Raskime sin 20 reikšmę, kai žinoma, kad 
cos а = —0,8 ir а yra III ketvirčio kampas. 

Pirmiausia apskaičiuosime sin а. Kadangi a yra III ketvirčio 
kampas, tai sin о < 0. Todėl 
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sin a = -y 1-cos2 e = –./1— 0,64 =-J 0,36 =—0,6. 


Pagal dvigubo kampo sinuso formule 

sin 20 = 2 sin а сов а= 2 - (-0,6) > (-0,8) = 0,96. 

2 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį 

sin O cos? à — sin? a cos 0. 

Iškelkime už skliaustų sin « cos G ir pritaikykime dvigubo 


kampo formules: 
sin о cos? a — sin? a cos a = sin a cos a (cos? a — sin? о) = 
1 : L . 4... 

= 29 sin а cos 0) cos 20 = = sin 20 cos 24 = — sin 40. 


2 4 
Iš (2) formulės išplaukia, kad 


1 — cos 2a = 2 sin? G. (4) 


Iš tikrųjų, cos 20 išreiškę sin о, gauname: 
cos 20 = (l — sin? o) — sin? а = 1- 2 sin? a. 
Iš čia 1 — cos 20 = 2 sin? a. 

Analogiškai cos 20 išreiškę cos 0, gauname: 


2 


Išvestosios (4) ir (5) formulės dažnai taikomos apskaičiuojant 


ir pertvarkant reiškinius. 
1-сово 


l+cos o ` 
Reiškiniams 1 — cos a ir 1 + cos о taikome (4) ir (5) formule, 


3pavyzdy s. Suprastinkime reiškinį 


kampą о išreiškę sandauga 2s 
2204 

1-сово 2 біп 2 о 

Рта ее Nro 

l+cosa 22,20 2 


e 850. Suprastinkite reiškinį: 


sin 20 : 
- ; d) cos 2o + sin? a; 
sin Q 
2 cos? a 
: : e) cos? B — cos 2: 
sin 20 | В р: 
sin 2 : соз 20. 
с) L ші f) —— — — — - cos a. 
cos p cos 4+sin 0. 
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ө 851. Suprastinkite trupmena: 
зїп 40° . соз 80° | 
sin 209” cos 40° + sin 4097 
sin 100* . cos 867 -- sin? 18° 
сов 50° 7 „лш: ЖЕН 
ө 852. Suprastinkite: 
sin2B 
a) gin? ' с) sin? y +cos 2y ; 
sin 20 cos 20 : 
— ——— — cos 0; d) ———— — -sin Ф. 
2 sin о cos & — sin & 


БИ; ЭР ЭГ" 
853. Yra žinoma, kad sin o = за 1 a yra II ketvirčio kampas. 


Apskaičiuokite: 


a) sin 20; b) cos 20; c) tg 20. 


854. Yra žinoma, kad tg о -3 ir 180? < a < 270°. Raskite: 


a) sin 20; b) cos 20; c) tg 20. 


855. Lygiašonio trikampio kampo prie pagrindo kosinusas 
lygus 0,8. Raskite šio trikampio kampo prie viršūnės sinusą ir 
kosinusą. 


856. Yra žinoma, kad cos а = —0,6 ir « yra ПІ ketvirčio 
kampas. Apskaičiuokite: 
a) sin 20; b) cos 20; c) tg 2o. 


e 857. Remdamiesi dvigubo kampo formulėmis, išreikškite: 


о 

a) funkcijas sin G, cos & ir tg а kampo 2 trigonometrinemis 
funkcijomis; 

b) funkcijas sin 40, cos 40 ir tg 40 kampo 20 trigonomet- 
rinėmis funkcijomis. 


e 858. Suprastinkite reiškinį: 


sina | ) cos Фф . 
g) s g) 
о. | 
2 cos? — cos © +sin 7 
2 2 2 
sin Ар. ‚ cos 20 — sin 20 
cos 28” cos 40 
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859. Raskite sin о, cos a ir tg о reikšmes, kai sint ir 
0<a< T. 
e 860. Suprastinkite reiškinį: 


in 2a — 2 sin & 
хэнз S, c) sin 2a ctga- 1; | 
соѕ а – 1 


9 P 2 
b) LŽ d) (ctg a + tg a) sin 20. 
1- соѕ о 
e 861. Suprastinkite: 


sin 2p 


а) 0,5 tg а sin 20 + cos? о; b) сод 2B sin? 


e 862. Apskaičiuokite: 


a) 2 sin 15° cos 15°; d) cos? 15? — sin? 15°; 
b) 8sin = cos =; e) 4 cos 7 — 4sin? 7 
1 ° °. 2 m iod Tr 
c) sin 105° cos 105%; f) cos 12 sin 18” 
863. Suprastinkite: 
2 265 | b) 4 tg 15 | : tg 75 | 
1-tg^5? 1-tg^15? 1-tg^"75? | 
864. Raskite reiškinio reikšme: 
9 sin 165° cos 165°: .21g240 
a) 2 sin соз. : с) 1-tg2240° ` 


b) cos2 75° — sin2 75°; 
865. Suprastinkite reiškinį: | 


: „ 4 n-a. | 
a) ie uiseig d) sin 4 cos "D 
b) (1 - tg? о) cos? о; e) 2 cos? ын ээ 
Зп – & 


1 1 . 9 А —————— 
А P usn ena f - tg? ӛл-а 
866. Irodykite tapatybe: 2 
a)l- (sin а — cos 0)? = sin 20; 

b) сов“ 4 — sint а = cos 20; 

с) ctg а — sin 2a = ctg G cos 20; 


о a“ 
d) ctg —— tg —=2ctga. 
) 85 85 g 
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867. Įrodykite tapatybę: 

a) (sin а + cos 0)? — sin 20 = 1; 

b) 4 sin а cos & cos 20 = sin 40; 

c) sin 24 — tg G = cos 20 tg Q; 

d) (ctg 4 — tg о) sin 2a = 2 cos 20, 
868. Suprastinkite reiškinį: 


2 
- 1 t; 
a) 4sin Z sin = * sin( 5a); QU 


2 sin 20 
: 2 
у (sin B + cos B) | 4 eos B Р cos B sin 9p. 
1+sin 2p 1-вілр 1-віһр 


869. Suprastinkite: 


о 2п+а 2п+а 1 1 
а) 4 cos — cos cos ; уе - : 
4 2 1-ібо0 1-ісо 
2 . % 
= a ; ) sin O sin а. sin 2a. 
cos^a – sin o. l+coso 1- cos o, 


870. Suprastinkite reiškinį: 


1- соѕ 20, 1- соз 20 + sin 20. 


а) 1 + cos 40; d) — і g) с ; 
sin 20. 1+ cos 20 + sin 20 
р) 1 – соѕ 40; е) ір а (1 + cos 20); 
1+sin К о 
1+ соѕ 20. 2 іп Q + sin 20 | h) 2 
2coso | 2 sin a — sin 20” 2 


871. Suprastinkite: 
2 fm 

1- —+2 
sin E + B) | 


sin 2B 

= Sa t L= 2B); : 
8) 1+ соз 20 1-2 a е) 2sinp 

1-сов 2p. 1+cos 4B . 1+cos(T+ B) 
b) 2 sinB 4) сов2р-віһ?р” М sin (n — В) 
872. ]rodykite tapatybe: 
1+ ѕіп o = 2 cos? (1-2) 

4 2 

873. Suprastinkite: 

1+ соѕ 20 . . b 1-sin 20 

1— cos 2 ' l+sin 2ọ ` 
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874. Ат уга toks kampas x, su kuriuo: 


а) sin x cos x=; b) sin x cos 32 


Kartojimo pratimai 


875. Suprastinkite reiškinį: 


a) cos (Зл — о); с) sin (T + о) cos (4-2) 
b) ctg (бл о); d) tg (x — o) sin c 
876. Suprastinkite: 
sin (о – В). b ctg a + ctg B 
tga-tgp’ sin (0-0) ` 


877. Išspręskite nelygybę: 

a) x (x + 5) < 2x? + 4; b) 10 — (2x — 1X3 — x) 2 1 - 7x. 

878. Du suvirintojai, dirbdami kartu, gali atlikti užduotį per 
30 h. Per kiek valandų gali atlikti tą užduotį kiekvienas 
suvirintojas, jeigu pirmas visą darbą dirba 11 h ilgiau negu 
antras? 


36. TRIGONOMETRINIU FUNKCIJŲ SUMOS 
IR SKIRTUMO FORMULES 


Sinusu arba kosinusu suma ir skirtumą galima išreikšti san- 
dauga. Formulės, kuriomis pagrįstas toks pertvarkymas, išve- 
damos iš sudėties formulių. 

Norėdami sumą sin G + sin p išreikšti sandauga, tarkime, 
kad а= x+ yir B= x — y, ir pritaikykime sumos sinuso bei 
skirtumo sinuso formules: 

sin а + sin B = sin (x + y) + sin (x — y) = sin x cos y + 

+ cos X sln y + Sin х COS y — cos x sin y = 2 sin x cos y. 


a+ 
Iš lygybių а = x + yir B2 x – y sužinome, kad х= 920 ir 


o — 
je, Todėl 


2 | 
| sin «+sinB = 2sin n cos ЖСР. 
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Gavome dviejų kampu sinusų sumos formulę. 

Dviejų kampų sinusų suma lygi dvigubai tų kampų 
pussumės sinuso ir jų pusskirtumio kosinuso sandaugai. 

Panašiai galima išvesti sinusų skirtumo, kosinusų sumės bei 
kósinusu skirtumo formules. 

Sinusų skirtumo formulė: 

sin & — sin = 2 sin acp жат) 
2 2 

Dviejų kampų sinusų skirtumas lygus dvigubai tų 
kampų pusskirtumio sinuso ir jų pussumės kosinuso san- 
daugai. 

Kosinusų sumos formulė: 
2 8. cos bs ші. 4 

2 2 

Dviejų kampų Rosinusu suma lygi dvigubai tų kampų 

pussumės kosinuso ir jų pusskirtumio kosinuso sandau- 


gai. 
Kosinusų skirtumo formulė: 


+В 
2 


cos & + cos В = 2 cos 


o -p 
"E 
Dviejų kampų kosinusų skirtumas lygus dvigubai tu 
kampų pussumės sinuso ir jų pusskirtumio sinuso san- 
daugai su minuso ženklu. 


cos 4 — cos = —2 sin sin 


2. -0У Жы 
Kadangi -sin = p =sin zz = gin р == , tai kosinusu 
skirtumo formule galima parašyti ir kitaip: 
B sin p Р 
2 


Pavyzdžiais parodysime, kaip taikomos gautos formulės. 


cos ®— cos В = 2 sin 


l pavyzdys. Suprastinkime suma sin 10? + sin 50“. 
Remdamiesi sinusų sumos formule, gauname: 


10°+50° 10° – 50° 
“Сов = 
2 
= 2sin 30° -cos (-20?) = 2- 5 -cos 20° = cos 20°. 


sin 10° + sin 50? = 2 sin 


2 pavyzdys. Skirtuma cos 0,37 — sin 0,61 išreikškime 
sandauga. 
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Remdamiesi redukcijos formule, šį reiškinį išreikškime Ко- 


sinusų skirtumu, o jį — sandauga: 


cos 0,31 — sin 0,61 = cos 0,37 – sin (0,51 + 0,11) = 
0,314-0,1In . 0,л-0,1л 
sin = 


= cos 0,31 – cos 0,11 = -2 sin š 


= —2 sin 0,27 sin 0,11. 


3 pavyzdys. Reiškinį 1 - sin о išreikškime sandauga. 


Kadangi 1=sin M tai duotą reiškinį galima išreikšti sinusų 


skirtumu. Todėl 


т T 

--о -ға 

2 cos 2 = 
2 2 


А "C 21. A 
oci m miku ss 26 


„(1 а т о 
-2sin| ——— |[cos| —+— |. 
Е Э Е Э 


Šį uždavinį galima spręsti ir kitaip: 


1-sina =1-cos(Z-a)= 1- cos (5-2) = 2sin2 2-2) 
2 4 2 4 2 


Taikant redukcijos formules, pirmą gautą reiškinį galima per- 


tvarkyti į antrą, ir atvirkščiai. 


879. Remdamiesi trigonometrinių funkcijų sumos keitimo 


sandauga formulėmis, reiškinį išskaidykite dauginamaisiais: 
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а) sin 304 + sin G; c) cos 2x + cos 3x; 
b) sin B — sin 5f; d) cos y — cos Зу. 
880. Išreikškite sandauga: | 
: : . 27 НЬ: 

a) sin 40° + sin 16°; e) ип + sin; 
b) sin 20° in 40°; f) qos HE + TL 

) sin — sin ; 12 4? 
с) cos 46° — cos 74°; g) cos 2-а) оов о; 
d) cos 15? + сов 45°; h) sin (Z +a)-sin (5-а) 


e 881. Išreikškite sandauga: 


sm 2 Е 
a) sin 12? + sin 20*; d) sin —- sin — ; 
| 6 9 
b) sin 52? — sin 32°; е) sin а – ѕіп (42) 
т т T T 
с) cos — — cos —; f [2 а) о 2-0). 
10 20 4 4 
882. Reiškini išreikškite sandauga: 
a) sin 15° + cos 65°; c) cos 50° + sin 80°; 
b) cos 40? — sin 16°; d) sin 40° — cos 40°. 
883. Išreikškite sandauga: 
a) cos 18? — sin 22“; b) cos 36° + sin 36°. 
884. Įrodykite, kad: 
a) шал айн СЭР. b) Биений eM 
cos O cos В cos & cos В 


885. Remdamiesi formulémis, išvestomis sprendšiant 884 pra- 
tima, pertvarkykite reiškinį: 


n T 
š; tg — +16 — ; 
a) tg 20 + tg o; d) 8£12*' 63 
4т ӛт 
b) tg ЗВ – tg B; e) ів 18-59 
5л T 
c) ctg 2x + tg 4x; f) rs Eg 


886. Išreikškite sandauga: 
a) sin? x — sin? y; b) cos? x — cos? y. 


887. Išreikškite sandauga: 
a) sin x + соз у; b) cos x — sin y. 


888. Įrodykite, kad: 
a) sin «+ cos a = y 2 cos (1-8) 
2 T 
b) sin & -cos Q = – Зөв(166 


215 


889. Išreikškite sandauga: 
1. 
a) ;+680; c) 2 sin 0-1; e) 4 2 +2 cos o ; 


4» ёс 
07—080: d) 1 — 2 созо; f) 2sina - y3. 
890. Išreikškite sandauga: 


[3 


a) sine; c) 1 + 2 cos о; 
5 2 

b) 42 cesa; d) /3-2сова. 
891. Irodykite, kad: 

sin 20 + sin бо cos 20 – cos 40 

еее а-г. =tg 3a tg a. 
a) cos 20 + cos ба. dins b cos 20 + cos 40 Ë к 
892. Įrodykite, kad: ia 

сов 4 + cos 50. sin 20 — sin о. tg o 

2 
893. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 
‚ cos 68° - cos 22^. sin 180° +sin 110° 
sin 68? — sin 22? ' cos 130? + cos 110° ` 


894. Išskaidykite dauginamaisiais: 
a) sin x + sin 2x + sin 3x + sin 4x; 
b) cos 2y — cos 4y — cos бу + cos 8y. 
895. Reiskini - 
COS X + COS 2х + cos Зх + cos 4х 
išreikškite sandauga: 
896. Patikrinkite, ar teisinga lygybė: 
a) sin 87? — sin 59? — sin 93? + sin 61° = sin 1°; 
b) cos 115? — cos 35? + cos 65? + cos 25? = sin 5°. 
897. Įrodykite, kad: 


a) sin 20? + sin 40? — cos 10° 2 0; 

b) cos 85? + cos 35? — cos 25? = 0. 
Kartojimo pratimai 

898. Irodykite, kad: 

а) cos 204 — sin (T + о) sin (4r + а) = cos? о; 


b) 4 sin @ cos a + sin (24 — т) = sin 20. 


899. Suprastinkite reiškini: 


1+ cos 20. 


3n 
1- сов 20 T мэн 2 7 2a 
ure b) <- ctg (л+а). 
sin (T + 20) 2 
900. Parašykite lygtį tiesės, kuri: 
a) eina per koordinačių pradžią ir per tašką A (0,6; -2,7); 
b) kerta koordinačių ašis taškuose B (0; 4) ir C (-2,5; 0). 


901. Suprastinkite reiškinį: 


2ab " a-b | 2a b 
а) (42-12 2a«2b) a+b b-a’ 


Kontroliniai klausimai 


1. Para&ykite dvieju kampu skirtumo kosinuso formule. Rem- 
damiesi ja, išveskite sumos kosinuso, sumos sinuso ir skirtumo 
sinuso formules. 

2. Parašykite dvigubojo kampo sinuso bei kosinuso formules. 
Įrodykite. 

3. Parašykite formules, kuriomis sinusų suma ir skirtumas 
bei kosinusų suma ir skirtumas išreiškiami sandauga. Vieną jų 
įrodykite. 


PAPILDOMI V SKYRIAUS PRATIMAI 
12 paragrafas 


902. Raskite reiškinio reikšmę: 

а) sin а — cos 20 — cos Зо, kai œ = 30°; 

b) sin 20 + tg 0-2 ctg о, kai а = 45°; 

с) tg (90? — o) + sin (45° + о) + cos (180? — 20), kai о = 45°. 


903. Patikrinkite, ar teisinga nelygybė: 
„a) cos 60° + cos 45% > 1; b) sin 60° + cos 60° > 1. 
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904. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


sin 20 


a) > kai о = 30°; 


sin (15? +o) -sin о 
2 sin о cos В 

b) cos (а + B) + cos (a - B) 

905. Apskaičiuokite: 


a) tg? 45? - cos 30° · сір? 30°; 
b) tg? 30? + 2 sin 60? — tg 45? + cos? 30°; 


‚ kai а = 60°, B = 30°. 


с) сїр? 45° + сов 60° — sin2 60° + 2 ctg? 60°. 

906. Įrodykite, kad 

cos 30? - tg 60° — 1 = ctg? 60? (1 + sin? 45°). 

907. Kuriuose ketvirčiuose reiškinio reikšmė yra teigiama: 
cos x ` 
ctg х? 


a) tgx · sinx; b) c) sinx · cosx - tg x? 


908. Ar turi prasmę reiškinys: 

а) /зїпф, kai Фф = 170°; с) Jtgo, kai ф = 230°; 

b) / совф, kai ọ = 160°; d) J ctgo, kai ф = 340°? 
909*. Kuriam ketvirčiui priklauso kampas, kai: 
a)|sino|-sino; | c) [шо = tgo; 

b) |сов o] = -cos a; d) |ctg o| = -ctg о? 

910*. Parašykite bendrą formulę visu kampu «a, su kuriais: 


а) sin o = 1; c) sin & = -1; е) cos & = 1; 
b) sin а = 0; d) cos о = 0; f) cos а = -1. 


911%, Nurodykite reiškinio didžiausią ir mažiausią reikšmę: 


a) 1 + 2 sino; c) [sin o]; e) 3 + 4 sino; 


b) 1 — 3 cosa; d) сө; f) 2 сов? о. 


912. Apskaiciuokite: 
а) З sin (-90?) + 2 cos 0% — 3 sin (-2709); 


b) 2 cos (-270?) — E tg 180? — sin (-90?). 


913. Raskite reiškinio sin & + cos 0. reikšmę, kai: 


а) а = –45°; c) «= —360*; e) а = —420*; 
b) «= -90*; d) «= -180*; f «= -1710*. 
914. Koks reiškinio ženklas: 
. On 2n 51 ӛт 
а) sin —: cos —; c) cos.— + cos —; 
6 3 7 4 
51 T T T 
b) tg —-ctg —; d) tg — * ctg — ? 
) 8685 ) 1g Ei 


T 
915. Lygiašonio trikampio kampas prie viršūnės lygus s 
Apskaiciuokite kampus prie pagrindo. 
916. Trikampio kampai proporcingi skaiciams 1, 2 ir 3. Ras- 
kite ju radianinį mata. 


917. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


sin 7 + соз (-л) 616 Č 5sin (-EJezcs 83 
a— — s, c) ; 
NE ӛт T . 87 
2 sin — — cos — сов|-- |+ sin — 
NE. ық 
3sin P e2tg- 5 ees -2) sin(- 5) өв -2| 1 
6 4 2 4 4, 
h) T | 08 9n — om | ` 
5tg0+6sin[-2) sin ŠE eos (- E) 
2 2 2 
918. Ar tiesa, kad: 
a) НЭТ b) cos — со т «1? 


13 paragrafas 


919. Ar gali kurio nors kampo sinusas ir kosinusas büti lygüs 


T : а š b "P е-и 
atitinkamai ———— іг ————— , kaia ir b — skaičiai, be to, 


уа? «b? a? «p? 


а = 0 arba b = 0? 


920. Аг gali kurio nors kampo tangentas ir kotangentas büti 


lygüs atitinkamai теі Ir ` > үз kai а — skaičius, nelygus nu- 
a ач 
liui? 
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921. Suprastinkite reiškinį: 


cos?’ 0-8 0 l-tgy-tgy . 

а! tg'a-sin?o ' C 1+ctg y +ctg2y ' 
| шү сїр ү-1 
- tgža — sin” о; | 2 

8) ue. С d) l-tg?y  ctgy 


922. Įrodykite, kad su visomis leistinosiomis о reikšmėmis 


reiškinys įgyja tą pačią reikšmę: 


а) sin* a + соѕв* о + 2 5іп? о соѕ 0; с) cost à — sini a + 2 sin? 0; 


" cos? à ты 4 E 1 
1-віпо 4 ) 1-tg'a 1-ctg'a“ 
923. Suprastinkite reiškinį: 
a) (tga + ctg0)1 + cos0)(1 — cos 0); 
(sin о + cos 0)? - 1. 
ctg a — sin о cos o: ' 
c) sinf G + sin? «a cos? а + cos? o; 
d) sin? «+ sin? a cos? 4 + cost a. 


924. Įrodykite, kad ši lygybė yra tapatybė: 
tg'a-sin*a ё tgp _ сер 


=tg 0; = : 
8) ctg^a – cos? a ° с) 1-tg?p ctg°B-1 
tg p = 2 sin? o — cos? a + cos 0 
b) -z — sin В; d = tg*a. 
) tg B+ctg p ) cos ов 04811507 
925. Įrodykite tapatybę: 
4 44 172 wg CUL m 
a) сов“ y — біп“ y = 1- 2 sin? y; c) Sin G сс. ; 
1—2sin2 o tg°Y+1 1 
—  — z ctg a - tg o; =— Šį 
B) ntes 5 4 4) tg?y-1 sin?y- cos? y 


926*. Įrodykite, kad reiškinio 
(a sin a + b)(a sin a — b) + (a cos а + b)(a cos a — b) 
reikšmė nepriklauso nuo a. 
927%, Suprastinkite reiškinį: 
1-віпа l+sin а 
a) бетери) | 
l+sin о 1-sina 


1-880 _ l+sin а 1-с080 | 1-сов о 
b) l+sin a 1-sina 1--со8 а 1-сово |” 
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928*. Reiškinį: 
a) sint a — sin? G + cos? о išreikškite cos о; 
b) сов“ œ — cos? а + sin? a išreikškite sin о. 


sin & + cos O 


929. Raskite trupmenos reikšmę, kai tg @ = 3. 


sin & — cos о 
сїр a + tg o 
ctg o — tg 0 


930*. Raskite reiškinio 


г EC 1 
reikšmę, kai sin & = 3^ 


931*. Yra žinoma, kad sin а + cos а = а. Apskaičiuokite: 
a) sin O cos Q; b) sin? G + cos? a. 

932%, Yra žinoma, kad tg а + сїр а = m. Apskaičiuokite: 
a) tg? a + сір? о; b) tg? a + ctg? a. 


а in x+ 
933*. Raskite trupmenos шань Баг 


= 0,4. 


- reikšmę, kai sinx cosx = 
sin x — cos X 


1 t 
934*. Įrodykite, kad trupmenos L bob Ld 


būti neigiamas skaičius. 


reikšmė negali 
cos Q + ctg а 


935. Raskite reiškinio cos а + cos 20 + cos За reikšmę, kai: 
Tr 


a) цаа ү b) « = -120*. 


936. Irodykite, kad: 
a) cos (60? — o) = sin (30? + o); 


о a 
tg| 80^ -Ž |=tg|10+2 |; 
b) “| Э : +5); 
с) sin (30? — 20) = cos (60° + 20). 


937. Lygiagretainio smailiojo kampo tangentas lygus 0,7. 
Apskaičiuokite lygiagretainio bukojo kampo tangentą. 


938. Stačiojo trikampio priekampio, negretutinio stačiajam 
kampui, tangentas lygus k. Apskaičiuokite to trikampio smailiųjų 
kampų tangentus. 


939. Vieno gretutinių kampų kosinusas lygus 22 Apskai- 


se 
čiuokite antro kampo sinusą. 
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940. Yra žinoma, kad а + В + y = т. Įrodykite, kad: 

a) sin (а + B) = sin y; c) sin 2 (a + B) = -sin 2y; 
b) cos (d + B) = — cos y; d) cos 2 (a + В) = cos 2y. 
941*. Raskite reiškinio reikšmę: 

a) tg 15° tg 30° tg 45° tg 60° tg 75“; 

b) сїр 18° сїр 36° ctg 54° сїр 72“. 

942. Apskaiciuokite: 

a) tg (270° — o), kai ше=”; 

b) sin (180° + о), kai cos а = 0,8 ir 0° < о < 90°; 


с) ctg (360° — о), kai sina = ir 90° < a < 180°; 
d) sin (270° + о), kai sin а=-= ir 180? < о < 270°. 
943. Raskite kampa o, kai: 


a) sinas іг 90° < а < 180°; 


b) E ir 180° < а < 270°; 
с) tg œ = —1 ir 90? < а < 180°; 
d) ctga 2-4 3 ir 270° < о < 360°. 


944%, Įrodykite, kad tg 1%- tg 2° · tg 3*-..- tg 88 
x tg 89° = 1. 
945. Suprastinkite reiškinį: 


2 2 

a) Ë (rt - O.) + cos НЭ) ‚(е фк-а)-ын(2-а| à 
T T š Зл i 

b) CEDESE) СЕСЕ) қ 


946. [rodykite tapatybe: 


t (а-а) өв в-а| 
8 р 2 


сов (21 — o) 


T). 
eco (u- 5 sin (т-о)+ 


+cos(R+a)-sin|a- £ |=0. 
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947. Suprastinkite reiškinį: 
a) sin 160? - cos 110? + sin 250? - cos 340? + tg 110? - tg 840°; 
b) tg 18? - tg 288° + sin 32? - sin 148? — sin 302? > sin 122°. 


948. Įrodykite tapatybę: 


cos2(m — о) + sin? E = a) + cos (t + о): cos (27 — 0) 


tg2 (a - z) -сір? E + a) 


sin? C = 2) : cos (2t — о) 


b) 
tg? É - z) - cos? Ё - 34) 
2 2 


14 paragrafas 


а) = cos? о; 


= COS Q. 


949. Suprastinkite: 
т . (m 2 
a) cos НЭГ a+sin[ E ea Jsin o 
b) вш о sin (о + В) + cos о cos (а + B); 


c) cos (36? + о) cos (54? + o) — sin (36? + о) sin (54? + о); 
d) sin B cos (а + B) — cos В sin (a + B). 


950*. Yra žinoma, kad sina = и ir а уга I ketvirčio kampas. 
Apskaičiuokite: 
a) cos? (45? — о); b) cos? (60? + o); 
c) sin? 60? + sin (30? + о) sin (30? — o). 
951*. Suprastinkite: 
а) cos? а + cos? (60? + о) + cos? (60? — о); 
sin (x + B) -sin (a- В). 
sin а + sin p ) 
с) sin? а + sin? (120? + о) + sin? (120? — а); 
cos (a + B) · cos (o — B) 
cos & — sin В | 


952. Raskite tg (о + B), kai cos о -2, cos B= 3s „be to, a 


ir B yra I ketvirčio kampai. 
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953. Apskaičiuokite tg (1-8) kai sin о --0 ir о yra III 
ketvirčio kampas. 
954“. Įrodykite tapatybę: 


Ža 2 
a) (а) (а) ас; 


T cos o t sin а 
e) de HO een 
4 cos 4 — sin Q 


tgo--tgB tgo-tgp 
T —— — = 
(048) “tg(e-D) 
955. Yra Zinoma, kad tg (45° + о) = о. Raskite: 
a) tgo; b) ctg o. 


956. Suprastinkite reiškinį: 
l4 tg (45° - a) " l+ctg ires) 
1- tg (45° — o) tg(45" +0)-1 


c)t E Z БЕЛЕ карэй(1-0 

ы 5 6 ни u^ 
т т т т 

ius 1-9) чанае 5 =a) өн (еч) 


957. Įrodykite tapatybę: 


у «+В sin (0+). ctg a-tg B _ cos (e: + B) 
tga-tgß  sin(a-p)' ctga+tgß cos (a- B) 
958. Išveskite sumos ir skirtumo kotangento formules: 
dean СЕЗНЕ Dl QC M. ВЕНЕВ, 
сїр a+ctg B ' ctg В — сёр о 
959%, Yra žinoma, kad о ir B — smailieji kampai, be to, 


sin «2 0,1/2 ir sin B = 0,6. pure kad «+ B = 45°. 


960%. Yra žinoma, kad tg œ = ==, tg B = =, о іг B — smailieji 
kampai. Irodykite, kad « + p = 15°. 
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961*. Įrodykite, kad a«B-35, kai ша-2. еВ = 7, оа 


` . . . м » Y T 
ir B — teigiami kampai, maZesni uZ 2: 


962%, Yra Zinoma, kad tg 27-3. Apskaičiuokite: 


а) sin 0; b) cos о; с) tg a d) сір о. 


1-48 
279 


963". Raskite cos 40 reikšmę, kai sin а = 


964*. Įrodykite tapatybę: 


sin 3a cos 30 | 


a) sin За = 3 sin а — 4 sin? а; c) 22; 


sin o. cos 0. 
d cos ®— cos 3€ — 


b) cos За = 4 cos? а — 3 cos о; - - = 
sin & + ѕіп Зо 


tg о. 
965. a) sin 40 išreikškite sin & ir cos о: 
b) cos 4a išreikškite cos a. 


966. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 
a) 4 sin 15° cos 15? (cos? 15? — sin? 15°); 
b) 4 sin? 75? cos? 75? — (sin? 75? — cos? 75°)2; 


c) 1- 6 sin? Z cos? ; 
12 12 


d) sin“ cos? — — sin? T cos T. 
16 16 16 16 


967%. Parašykite formule, nusakančią skaičių a ir b tarpu- 
savio priklausomybę, kai а = sin & + cos 0, b = cos а — sin a. 


968*. Įrodykite, kad cos 2x = 2 cos x, kai cos x EE 


969. Apskaičiuokite reiškinio р 40. 


: : 1 
reikšmę, kai cos 0-- “1° 
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`970*. Irodykite tapatybe: 


a) cos 24-ctg НЭ = sin 20 ctg НЭ; 


2 1 
+ tg 2a |. ?g —— |= соѕ?а; 
b) T g ЇС 1) cos 


c) sin“ B+ cost p = 350840, 
971*. Suprastinkite: 
` 1 1 


a) l+ctga l-ctga’ d) (tg 2a — 2 tgaXctg a — tg o); 


l-tg’a. tga , 
1+ tg?a ' e) tg 2a- іра’ 


b) 
tg’(45° +0)-1. 
©) ue? 45 кауу1” 


972. Remdamiesi trigonometriniu funkciju sumos keitimo 
sandauga formulėmis, pertvarkykite reiškinį: 


f) tgo. -2tg 2a + 4 сір 4a. 


sing +sinß sina -sin В. sin а + cos В 

cos œ + cos B" cos а — cos B" ° sin 0 — cos & ` 
973*. Pakeiskite sandauga: 
а) cos 20. + cos Ба + cos G; b) sin а + sin 20 + sin За. 


974. Išreikškite sandauga: 
a) sin 19° + sin 25° + sin 31°; р) sin 16° + sin 24° + sin 40°. 


975. Įrodykite, kad: 
sin 22° +sin8° віп 12° —sin2° . 
sin 30° cos 70? — cos 80? ' 


cos 20° - сов 50^ sin 80° – ѕіп 70° 
сов 31° +sin ll? sin 29° -sin 19? ` 


976. Suprastinkite reiškinį: 


. (m . (m T T 
sin | — +4|+sin| —— 0 сов | 0+ = |– соѕ| 0-2 
4 4 3 3 
&8) ——— GNE FEE Y b) . 
‚(т ‚(т T 
sin| — +0 |-sin| ~-a 
4 4 
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a 


b) 


977%, Įrodykite, kad: 


a) sin a+c050-sin (a - 8 нєв| в-2-/бов(8-12| 


b) БО 8-а) ов ао вов зар 
3 6 3 6 g 
=(/ 3 —1)вїп a. 


978*. Įrodykite, kad su bet kuriomis a ir В reikšmėmis 
cos? a — sin? В = cos (о + B) cos (a - p). 
979%, Pakeiskite sandauga skirtuma: 


41--сов20: -41-сов20, kai0«a x 


980*. [rodykite tapatybe: 
1+ cos & + cos 20 + cos За 


=2 cos Оо. 
2 cos?a + cosa. – 1 


981. Suprastinkite reiškinį: 
cos Q + 2 cos 20 + cos Зо, sin 4a + 2 cos Зо — sin 20. 


a) sina +2 sin 20 + sin За” cos 40 – 2 sin За — cos 20. 


| 982. Įrodykite tapatybę: 


cos 0 — сов 30 + cos 50 — cos 70 migas 
a) sina +sin За + sin ба + sin 70 i 


cos & — cos 20.- cos 40 + сов 50 
B) ——— R = etg 9s 
sin & — sin 20 — sin 40 + sin 50 


983*. [rodykite, kad 
| ' : А В 
sin А + sin B+sin C = 4 cos 27790867908 


2 2 
kai A, B ir С — trikampio Катраі. 


VII—X KLASES KURSO 
KARTOJIMO PRATIMAI 


SKAICIAVIMAS 

984. Atlikite veiksmus: 

a) 4241:-8-56 8) (31-35) 11.22, 
b) 2. 22-22. 4+ us e) 0125: Н 5) 22; 

с) 158-128 (1+2), f) (2125. 12-12) 7,25. 


985. Raskite trupmenos reikšme: 


12,8 : 0,64 +3,05 : 0,05. p) 203,4: 9- (5,39 - 7,39) 
a) 9 4 ; ) 3 7 1 i 
82:12-4 3 7_1 
3 9 149 3 


986. Apskaičiuokite: 


4 16° -2,2. ij 14; 


b) až -0,27- з= . 0,15) - 1500 - (—0,1)° ; 


3 1 түтү к 
с) ГЇН 3 ацан 


3 1.81 
d) 022-2-204-1| . 
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987. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


2-3x? 1 
Ex kai ш---; 
а) 2 1X 2 


1-m? 2 
—>—, kai m=; 
B Ag "omes 
2 2 
с) 20-57 кај х=14, y- - 16; 
х+у 
g А-ы, dui ucc il. mas 7 


m? -2mn +n 


3 — | . қ 
988. Skaičių 22 išreikškite dešimtaine trupmena ir rezultatą 
suapvalinkite iki šimtųjų. Raskite gautos apytikslės reikšmės 
absoliučiąją ir santykinę paklaidą. 
989. Įrodykite, kad ir skaičius 0,7, ir skaičius 0,8 yra trup- 


5 21822 : : 
menos 2 apytiksle reikšmë 0,1 tikslumu. 


990. Matuojant voltmetru itampa grandinëje, suZinota, kad 
U = 120 + 0,5 V. Įrodykite, kad apytikslės reikšmės santykinė 
paklaida neviršija 0,5%. 

991. Yra žinoma, kad x = 16,5 ir y = 7,2. Raskite reiškinio 
reikšmę: 


a) x + y; c) xy; e) x(x — y); 
ЕР ху 
b) x — y; ш D key 


992. Suprastinkite reiškinį: 
a) (/15-/10)-2,/5-5,/12, с) (2/12-3,/3)?; 
,2/70-2/28 2/28 ' 10- 5/3. 10-5/3 
) э [838—314 ' 4) 10:5/3 10-5]8. 
993. a) Apskaičiuokite daugianario 3x? — 6x — 5 reikšmę, kai 
х=1+ /2 : 
b) Apskaičiuokite trupmenos 


= [5 +1. 


-0 0. . 
1 reikáme, kai 
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994. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


з (3V PE: Р 
а) 0,3 + 7 + (-0,5) š 4 c (-1) -6 5 


-2 -1 0 
b) B - B + a "T 0,25? .16 . 
3 9 17) 8 


995. Apskaiciuokite: 
-1 -1 
ав, GD 
273 —81*.5 49 8 
а) Te b) 7 . 
36 2 643 


996. Raskite aritmetinés progresijos (х,) pirmuju dešimties 
narių suma, kai x, = -2,4 ir d = 1,2. 
997. Raskite geometrinės progresijos (x,) pirmųjų dešimties 


à : Е 1 
narių suma, kai x, = –32 ir q аг 


їр 


998. Yra žinoma, kad cosa = 227 ir д «a «2n. Apskaičiuo- 
kite sin o, tga ir сір о. 


3 
999. Yra žinoma, kad tg a зайг | ir а yra II ketvirčio kampas. 


Apskaičiuokite sin a, cos о ir ctg a. 


TAPATIEJI PERTVARKIAI 


1000. Pakeiskite daugianariu: 
а) (x — 2y)x + 2y) + 4y5 
b) (2а — 3b)(2a + ЗЬ) - За?; 
с) (5x — 1)? + 10x; 
d) (Зу + 42) - 82 (Зу — 22); 
e) (m — 2п)(т? + 2mn + An?) + 6п?; 
f) (c? + 4d)(c* — 4c?d 16d?) — c*(c* — 1); 
g) (Зх — 4y} – (2x - 7у)(4х + 2y); 
. h) 2x (2x + 3} — (2x — 3)(4x? + 6x + 9). 
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1001. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 
a) 8x? (x — 4) - (2x - 3) (Ах? + 6x + 9) – 17, kai x = 0,5; 
b) 4a? (За — 2) — За (2a – 1)? — (2a — 5) (2a + 5), kai a = 3,3; 


DIC MES + 2 (56 Бе (Ваа у: Вый х=-1 {в 
ša: 


3 
d) x (3x — 2y) (3x + 2y) - x (3x + 2y) + 2ху (5x + 2y), kai 
x = 0,5 ir y = -1. 
1002. Irodykite tapatybę: 
a) (a + 2b) (a — 2b) (а? + 4b?) = a*t — 1654; 
b (x — 1) (x + 1) (x2 + 1) (х + 1) = 5-1; 
c) (a — 2) (a + 2) (a? — 2а + 4) (а? + 2a + 4) = аё — 64; 
d) (e — c — 2) (e + c — 2) = c* — 5c? + 4. 
1003. Išskaidykite dauginamaisiais: 
a) 12x3 — 3x2y — 18xy2; c) 8ab — 14a — 12b + 21; 


b) 42a? — 6a* + 8302, d) x? — 5x — 9xy + 45y. 
1004. Išskaidykite dauginamaisiais: 
a) x* — 25у?; d) x? - 27; 
b) 45? — 0,01c$; e) 9ab? — 16ac?; 
c) 8a? + c3; f) -20xy? + 45х3у. 
1005. Kvadratinį trinarį išskaidykite dauginamaisiais: 
a) x? — x — 42; d) 1652 — 24b + 9; 
b) 5? + 9y + 18; е) 6x? — x – І, 
c) 81x? + 18x + 1; f) 3a? — 13a - 10. 
1006. Suprastinkite trupmena: 

21a? -6a?b | d 8ab+2a-20b-5 . a?-3a . 
8) 1245-4245" i ab-ab an- 9 Bega 
b 6m? +3mn? . 16а? -8ab +b? h 4х? -8x 43. 

) 2m?n + mn? ' 9) 1642-2257 ) 452-1 | 

x? - 2mx +3x - 6m | 9x?-25y! | . т2а4т-5 
9) ramriüri0m 0) 95 430xy428y!^ Ü miliTmae10 
1007. Suprastinkite: 

2 1 x+1 a2+16a+12  2-3а 3 

a) хил Ic ade) ЕЕ ы 7 


x?-3x х? +3х х2-9 а-8 а?+2а+4 а-2” 
2у+1 | у+2 1 2 Ab? +18 1 


==; t = s 
у?+Зу Зу-у? y d) 4b*-6b+9 8b?427 2b+3 


b) 
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1008. Išreikškite trupmena: 


ab?’ -16a 20% . „AR 4p | 
ч 5b? а25-4а2” ©) 8p? p'rbp«25' 
b "xy “8х-6у. 9m? -12mn +4n* 3m+6n 
) x2-4xy+4y2 14у? | 3m? +24n? — 2n-3m ` 
1009. Suprastinkite: 

eue ex, ) (а+Ь)9-2аЬ a^«b?. 

x2+7x 49-x?' S 4a? ` ab ' 

y -16y "бу. E e A bc? -5 (c*1)?-c 
D Te: d) =. 

2у +18 у? +9у’ c+2 18с+26 


1010. Suprastinkite reiškinį: 
Бан т 2 | 2m°+4m+8_ 
а абра 


— VDIn :-————— 5 


m?-8 т?+2т+4 m-3 


1 a+2 к 
`\а?-За+9 а? +27 


3x x-2 3х2-6х) 


1,( 3m , 2m „т? -6m+1. 
1-3m 3m+1) 6mž+10m ' 


1 _ 3 О жы Ж \ X 

е) x+y ху2-х3) \х?+ху y2+xy] x+y’ 
ша, 2а -34 За42| 4а-1 a-1, 
4а? -12а-9 2-3) 2а-3 а 


ан 2 х-14 р 1 
c 


( a+3 3 а-1 ) 22-81, 
8)| 2041 ai-2a-8 а+2 ; 


A [e es) 
т? +3т+9 (m3? (m3-27 т-3) 


1011. Suprastinkite reiškinį: 


-2 4 
-2,342 2, -143 c 3 laya 514 
a) (4x25)? -(0,5x^y75; 9| 6895) (s 7? )' 


ola?) ( 5 Y 
b) (0,25а 54) . (2a9b 9); d) d 1 10a*c$ š 
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1012. Iškelkite dauginamaji prieš šaknies Zenkla: 

a) J 12x?, kaix20; d) 4/3255 ; g) За; 
b) 185, kaiy<0; — е)+/162с°, kai c«0; Һ) 25%; 
c) 3 5a* ; f) ў x$y* ; i) 11982. 


1013. Įkelkite dauginamąjį po šaknies ženklu: 

a) х\[ 3, Каїх>0; c) а 2a ; e) 2с4 3c ; 

b) »/5, kai y «0; d) b 3f 3b? ; f) тб) Тт?, kaim<0. 

1014. Suprastinkite reiškinį: 

ad Bs i [s 

b) Jac /2ua-4/2-Qa-42-Ja; 

с) + у) Ја-у); à 

а) «Г-у у) G+ Jay+5). 

1015. Suprastinkite trupmena: 
584». a x x +y Jy 

e) — r=; 

^s y ty ail J| xy +у 

b) 3x-6 | ie b-Jb+1. _e Ja | 
ташы алат ғат 


1016. Panaikinkite iracionaluma trupmenos vardiklyje: 


A, Б)-2-4 ds беа 
7, х Jab Jc-1 2| x +3, y 


1017. Suprastinkite trupmena: 


a) 


2 1 2 2 1 1 
3x 3-4 xy? – х? ыы» 
у н, щы е т 
5x? —15 5p? +1043 х?у-у? 5 
1018. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 
1 1 1 1 
2 2 2. 
"ылы. ==. kai х=0,75, у=0,5; 
ху#-х%у ху? +х?у 
11 11 
PTS 2 
p EN Ж m kai m= 0,4, n = 0,36. 
m? 4 n? m? - n? 
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1019. Suprastinkite reiškinį: 


1 1 4 1 1 4 
ab? —a?b | a?b? -a3b3 
NN CE HUE 75 5 
a3 -b? аЗ-аЗ5Ы% +b? 
2 2 3 3 
aš-bš aš +5 
UT 1“ i1 3^ 
а5-55 а5-а5Ь5-55 
1 1 
m? -2 6m? 1 
e) — e обале зане. 
m+2m?+4 m?-8 m?-2 
2 1 1 
3 2 3 
d) БІРТЕ LP - S +1. 
D ЕЗ” 
1020. Suprastinkite: 
1 1 1 
3 8-1| c+1 41 8001 
а) i SEU co b) : 1 - мг 
c? -c* +1 c? -1 y*4y? y*-1 


1021. Įrodykite tapatybę: 
a) (1 сір? о) (1 — sin? o) = сір? о; 
b) (1 + tg? а) (1- cos? а) = tg? a; 
sin & + cos a tg а 
cos Q + sin Q ctg a 
mM MERE 
) tg^a-1 ctgža+1 
1022. Suprastinkite reiškinį: 


=2tg o; 


= cos 2a. 


a) 1+sin (r-a) cos 2-а); 
b) 1-tg (A -o)e (та) 
2 ысын. 
sin? (а-я) зап) 
с) 3n 
ЕЗ 


3 
1023. Raskite віп(60° — 0) reikšmę, kai сов о = 0,8 ir 6 
< а < 2m. 
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1024. Raskite cos(30° — о) reikšme, kai sinc = ir 23 а « n. 


1025. Raskite tg(45? — a) reikšmę, kai tga = 2. 
1026. Suprastinkite reiškinį: 


sin (a – B) . 

a) tgo -tgD' c) l+tga tg 20; 
cos(a-p) | 
tg ot ctg B" d) ctg a -ctg 20. 


1027. Įrodykite, kad reiškinio reikšmė nepriklauso nuo о: 
a) cos (38° + о) cos (52? — 0) — sin (38° + о) sin (52? - о); 


‚(т т т 2108 
b) sin | — — o. |cos (Z +a)+ cos БОГ (E. 
E J 15 10 15 
1028. Yra žinoma, kad tg а = -1 Raskite reiškinio reikšmę: 


a) sin 20; b) cos 20; c) tg 20. 
1029. Suprastinkite reiškinį: 


(sin шон cos 3i 
2 2). 


. 20 
c) cos a. — 2sin? —; 
. > 
1-віпа 2 


а) 


1-віп 40 


о о 
— TT d) tg—-ctg—. 
(cos 2a + sin 20)? ) tg 2 5 2 


1030. Išreikškite sandauga: 


а) sin 80. + sin 5o; d) cos 100 + сов 40; 
b) сов 50 — сов 70; e) 1 + sina + созо; 
с) sin 60 — sin 80; f) 1 — sina — cos a. 


LYGTYS IR LYGCIU SISTEMOS 


1031. Išspręskite lygtį: 
а) Зх (x — 1) — 17 = x (1 + Зх) + 1; 
b) 2x — (x + 2) (x — 2) = 5 — (x — 1}; 


rh z =, 
с 9 = Б , 
x-3 2х-1 4-x 
+х=——-——. 
“p 2 
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1032. Išspręskite kvadratinę lygtį: 
a) 2,5x? + Ax = 0; c) 0,222 — t - 4,8.= 0; 
b) 6y? — 0,24 = 0; d) зи? «3u-3-0. 


1033. Ar yra tokia kintamojo x reikáme, su kuria kvadratinio 
trinario x?— 10x + 31 reikšmė lygi: а) —5; b) 6; c) 55? 


1034. Su kuriomis m reikšmėmis lygtis turi bent vieną šaknį: 
a) 10x? — 10x + m = 0; с) 3x? + mx — 5 = 0; 


b) mx? + 4x — 2 = 0; а) 2x? — mx + 2 = 0? 
1035. Su kuriomis A reikšmėmis lygtis neturi šaknų: 
a) kx? + 8x — 15 = 0; с) 5x? + kx + 1 = 0; 
b) 6x? – Зх + k = 0; а) 7x? — kx — 1 = 0? 


1036. Išspreskite lygti: 
a) 0,3x (x + 13) — 2x (0,9 — 0,2x) = 0; 
b) 1,5х (x + 4) — x (7 — 0,5x) = 0,5 (10 - 2x); 


(2x41)? x-1 (2- х)? (74 2x)? 
ӨЗ ЕС”! карсы cM Ло 
2 EV EV 
d) (3x + 2) BLA NE | f (6 — x) +527 2X 1) | 
11 4 8 3 


1037. Stačiakampį sodą, kurio plotas lygus 700 m?, reikia 
aptverti tvora. Sodo ilgis 15 m didesnis už adi Apskaičiuokite 
tvoros ilgį. 


1038. Raskite du natūraliuosius skaičius, kurių pirmas 6 
vienetais mažesnis už dvigubą antrą skaičių, o jų sandauga 
lygi 20. 

1039. Visi vienos klasės mokiniai pasikeitė nuotraukomis. 


Tam reikėjo 600 nuotraukų. Kiek mokinių buvo toje klasėje? 


1040. Dviženklio skaičiaus dešimčių skaitmuo 3 vienetais 
mažesnis už vienetų skaitmenį, o to dviženklio skaičiaus ir jo 
skaitmenų sumos sandauga lygi 70. Raskite tą skaičių. 
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1041. Išspreskite lygti: 
x 5 18 | 1 1 3 


- ан + а. ; 
а) x-3 x+3 х2-9 e) 2-9 3x-x! 2х-6”- 
70 17 3x 2 1 4 
-—=—,, _ + -0; 
b) x?-16 x-4 х+4 D 1-х2 1-x (x41? 
3 ЕС, EE 2 " 3 Б. 
e (2-1) (x42) x2-4 8) 54 2x-10 x?-25' 
2 1 7 5 1 29 
Ча АЙЕ =0; 6-0), 
d) 4-х2 2x-4 2x2+4x h) 2x+6 6x?-18x 3x2-27 


1042. Zemës sklypas yra staëiojo trikampio formos. Jo vienas 
statinis 20 m ilgesnis uš kita, o plotas lygus 0,24 ha. Raskite 
sklypo kraštu ilgi. 


1043. Dvi moterys kartu darba atlieka per 6 h. Viena pirmoji 
moteris ta darba dirba 5 h ilgiau negu antroji. Per kiek laiko 
gali atlikti visa darba kiekviena moteris dirbdama atskirai? 


1044. Du automobiliai tuo pačiu metu išvažiavo iš kaimo 
į miestą, esantį už 180 km. Vienas automobilis kas valandą nu- 
važiavo 20 km/h mažiau negu kitas, todėl į miestą atvyko 
45 min vėliau. Koks kiekvieno automobilio greitis? 


1045. Kateris upe nuplaukė 75 km pasroviui ir tiek pat prieš 
srovę. Kelionėje jis užtruko 2 kartus ilgiau negu būtų sugaišęs 
plaukdamas 80 km nuotolį stovinčiame vandenyje. Upės tėkmės 
greitis 5 km/h. Koks yra katerio greitis stovinčiame vandenyje? 


1046. Motorinė valtis nuplaukė 18 km pasroviui ir 14 km 
prieš srovę. Kelionėje ji užtruko 3 h 15 min. Valties greitis 
stovinčiame vandenyje 10 km/h. Raskite upės tėkmės greitį. 


1047. Iš miesto A į miestą B, tarp kurių yra 180 km, 
automobiliu išvyko turistas. Pirmuosius 75 km jis nuvažiavo 
10 km/h mažesniu už numatytą greičiu, o antrąją kelio dalį — 
10 km/h didesniu už numatytą greičiu. Į miestą B turistas atvyko 
laiku. Kokiu greičiu jis važiavo antrą kelio dalį? 
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1048. Nuo kaimo iki geleZinkelio stoties уга 60 km. Mo- 


1 
tociklininkas iš kaimo išvažiavo E^ h vėliau negu dviratininkas 
ir atvyko į stotį, kai dviratininkui iki jos dar reikėjo nuvažiuoti 
21 km. Raskite dviratininko greitį, jeigu jis buvo 4 18 km/h ma- 
žesnis už motociklininko greitį. 


1049. Iš kaimo į miestą, iki kurio yra 120 km, išvyko leng- 
vasis automobilis. Po 30 min iš miesto į kaimą išvažiavo kro- 
vininis automobilis ir su lengvuoju susitiko už 45 km nuo miesto. 
Raskite krovininio automobilio greitį, jeigu jis yra 5 km/h ma- 
žesnis už lengvojo greitį. 

1050. Išspręskite lygtį: 

а) 4x* — 17x? + 4 = 0; с) 2x* – 9x2 — 5 = 0; 

b) 9x* + 77x2 – 36 = 0; d) 6х* — 5x? — 1 = 0. 

1051. Išspreskite lygtį įvesdami naują kintamąjį: 

а) 2 (5x – 1)? + 35x — 11 = 0; 

b) (2 + x — 3)? + 12x? + 12x — 9 = 0. 

1052. Išspręskite lygtį: 


a) xí — 16x? = 0; е) x? + 6x2 — 16x = 0; 

b) x = x’; f) xt + x? — 6x? = 0; 

с) 1,2x3 + x = 0; g) x? + x? = 9х + 9; 

d) 0,4x* = x’; h) 2x3 + 8x = x2 + 4. 

1053. Pateikta lygtį pakeiskite lygtimi x" = a ir išspręskite ja: 
1 1, 

a) 525-1; d) x° -16=0; 

b) 1000x? + 1 = 0; e) 1 + xš = 0; 

с) 2.5 = 0.001; f) x° — 16 = 0. 
27 


1054. Nubraižę scheminius grafikus, išsiaiškinkite, ar lygtis 
turi šaknų: 


dico ead: е ыы 
2 x 
b) -3x-1-4 x; d) 34x? = 
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1055. Grafiškai išspreskite lygtį: 


4 

a) x? = Tx - 6; с)—=х°-2х; 

6 
b) —=05z—2; d) x=. 
1056. Išspreskite lygčių sistema: 
i Pie: e c) [5x = y + 50, 

у + 6х = 23; —3,4x + 2,6y:- 14; 
bi pos — 10у = 11, d) (8x — 4y = 6, 

Бу + Тх = 19; 13x + 6y = -1. 


1057. Išspreskite lygčių sistema: 


2х- -2у 3 -у%1 х+у-1 
5 шесі, Астан by EE ЖЭ 


3 2 2” 2 5 


2х+у хғ2у 1. 4-21 х+у-1_ 
2 Š 7 3 4 
1058. Išspręskite lygčių, kurių kintamieji x ir y, sistema: 
ax — Зу = 13, 
2x + by = 5. 
Yra žinoma, kad vienas pirmos lygties sprendinys yra skaičių 
pora (8; 1), o antrosios — skaičių pora (5; -1). 
1059. Raskite atstumą nuo tiesių 5x — 2y = -25 іг -4x + Зу = 
= 27 susikirtimo taško: 
a) iki abscisių ašies; b) iki ordinačių ašies; c) iki koordinačių 
pradžios. 
1060. Parinkite tokias k ir b reikšmes, kad sistema 
у= Ёх + b, 
= 2,5x — 8: 
a) neturëtu sprendiniu; 
b) turétu be galo daug sprendiniu; 
c) turėtų vienintelį sprendinį — skaičių pora, kurios x = 4. 
1061. Ar eina per tiesių -2x + y = 11 ir 3x + 2y = 1 susikirtimo 
tašką: 
a) tiesė 10х — Зу = -45; b) tiesė -7x + 9y = 65? 
1062. Su kuriomis a ir b reikšmėmis parabolė y = ax? + bx 
eina per taškus A(2; —3) ir B(1; 4)? 
1063. Su kuriomis b іг c reikšmėmis parabolė y = x? + bx + c 


7, 


-3. 


1 
kerta koordinačių ašis taškuose (0; —3) ir (50): Kuriame 
kitame taške ta parabolė kerta x ašį? 
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1064. Lengvasis automobilis per 2 h nuvašiavo 10 km dau- 
giau negu krovininis per 3 h. Sumašinus lengvojo automobilio 
. greitj 25%, o krovininio — 20%, krovininis per 5 h nuvašiuotu 
20 km daugiau negu lengvasis automobilis per 3 h. Raskite 
lengvojo ir krovininio automobilio greitį. 


1065. 20 ha bandymų lauko apsėta rugiais, o 30 ha — kvie- 
čiais. Pernai iš abiejų sklypų prikulta 2300 cnt grūdų. Šįmet 
rugių derlingumas padidėjo 20%, o kviečių — 30%, ir todėl grū- 
dų prikulta 610 cnt daugiau negu pernai. Koks kiekvienų javų 
derlingumas šįmet? 


1066. Iš gyvenviečių A ir B, tarp kurių yra 160 km, tuo 
pačiu metu vienas priešais kitą išvažiavo dviratininkas ir moto- 
ciklininkas. Jie susitiko po 2 h, o dar po 30 min dviratininkui 
liko važiuoti 11 kartų ilgesnį kelią negu motociklininkui. Koks 
motociklininko greitis? 


1067. Grafiškai išspręskite lygčių sistemą: 


a)[y + x? = 5x, с) k hk. 
2y + 5 = x; x2 + у? = 9; 
Ь)(х? + y? = 25, d) í xy = —2, 
2x? + y = 6; y+8= 12. 
1068. Išspreskite lygčių sistemą keitimo būdu: 
a)[(x2 + y + 8 = xy, d) (x? + у? + 3xy = 1, 
MMC AEN (mesat 
Ь)(х?— у? = 16, e) ( 2x? + 5x — Зу = -12, 
dai dic 2y — Tx = 8; 
5. f) (у? – 6x + y = 0, 
x? — xy + y? = 13; | 1 
app eds 


1069. Išspręskite lygčių sistema: 

i saa 220 c) 2. 
x — xy + y = 1; xy = 15; 
үзе d) A а 

x + 2y + xy = —7; xy = 8. 
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1070. Nebraižydami išsiaiškinkite, ar susikerta: 
a) parabolė y = x? — 6x + 8 ir tiesė x + y = 4; 


: : 8 
b) tiesė x + y = 4 ir hiperbolė ` 
c) apskritimai x? + y? 2 4 ir (x — 3? + y? = 1. 
Jeigu susikerta, tai nurodykite susikirtimo taškų koordinates. 
Sprendimą pavaizduokite grafiškai. 


1071. Iš paprastosios trupmenos skaitiklio ir vardiklio atėmus 
po 1, trupmena padidėja ©, o prie skaitiklio ir vardiklio pridėjus 
po 1, trupmena sumažėja =. Raskite ta trupmena. 

1072. I$ paprastosios trupmenos skaitiklio ir vardiklio atémus 


, o prie skaitiklio ir vardiklio pri- 
1 

dėjus po 1, trupmena padidėja 15: Raskite ta trupmena. 
1073. Stačiojo trikampio įžambinė lygi 41 cm, o jo plotas 

lygus 180 cm?. Raskite to trikampio statinius. 


po 1, trupmena sumažėja 10 


1074. Stačiojo trikampio plotas lygus 44 cm?. Viena statinį 
sumažinus 1 cm, o kitą padidinus 2 cm, jo plotas būtų lygus 
50 cmž. Raskite to trikampio statinius. 


1075. Du darbininkai, dirbdami kartu, gali atlikti tam tikrą 
darbą per 10 dienų. Po 7 bendro darbo dienų vienas darbininkas 
buvo perkeltas į kitą darbą, o antrasis, dirbęs dar 9 dienas, 
užbaigė darbą. Per kiek dienų galėtų atlikti visą darbą kiek- 
vienas darbininkas dirbdamas atskirai? 

1076. Du darbininkai, dirbdami kartu, darbą atliko per 2 
dienas. Pirmajam dirbus 2 dienas, o antrajam — vieną, būtų 

5 
atlikta Ё viso darbo. Per kiek dienų gali atlikti tą darbą kiek- 
vienas darbininkas? 

1077. Aritmetinės progresijos (a,) pirmasis narys lygus 48,5 
ir d = -1,3. Kelintas jos narys lygus 3? Ar skaičiai -3,5; 15 уга 
tos progresijos nariai? 


16. 
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1078. Aritmetinés progresijos keturioliktasis narys lygus 140, 
o pirmuju keturiolikos nariu suma lygi 1050. Apskaiciuokite tos 
progresijos pirmąjį narį ir skirtumą. 

1079. Seka (а) — aritmetinė progresija. Yra žinoma, kad 
ъ= -6 ir a, = 17,5. Raskite tos progresijos pirmųjų šešiolikos 
nariu suma. 

1080. Aritmetinės progresijos keturioliktasis narys lygus 28, 
o pirmųjų dvidešimt penkių narių suma lygi 925. Apskaičiuokite 
tos progresijos skirtumą ir trisdešimtąjį narį. 

1081. Aritmetinės progresijos (a,) šeštojo ir dešimtojo narių 
suma lygi 5,9, o dvyliktojo ir ketvirtojo narių skirtumas lygus 2. 
Apskaičiuokite tos progresijos dvidešimt penktąjį narį. 

1082. Seka (х,) — geometrinė progresija. Raskite: 

а) х, kai x, = -128 ir q = —4; 

b) g, kai x, = 162 ir x, = 2; 

н p. 1 

с) x, kai x; => Т s =. 

1083. Apskaičiuokite geometrinės progresijos (b,) penktąjį 


, : š 2 
narį, kai b, = 6 ir b, “а: 
1084. Raskite geometrinės progresijos (Б) pirmųjų šešių na- 
rių sumą, kai b ыг ir Jt 
u 8, g 9 q 9 * 


1085. Raskite geometrinés progresijos (b,) pirmuju septyniu 
nariu suma, kai visi sekos nariai teigiami ir b, = 20, b, = 80. 


. NELYGYBÉS 


1086. Įrodykite, kad su bet kuria kintamojo reikšme teisinga 
nelygybė: 

a) (x — 1} — (x + 2) < 2 (x? + 4); 

b) 3 (x + 1¥ — 8x — 10 > 2 (x — 2) (х + 2); 

с) (2a + 1) (За + 2) < 4 + (ба – 1) (2a + 1); 

d) (За - 5) (2a - 3) > (a — 4) (За + 2). 

1087. Irodykite, kad su bet kuriomis x reikšmëmis: 

a) trinaris x? — 3x + 200 įgyja teigiamas reikšmes; 

b) trinaris —х? + 22x — 125 įgyja neigiamas reikšmes. 
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1088. Sakykime, kad a ir b — staciakampio kraštiniu ilgiai 
(centimetrais), be to, 14,3 € a < 14,4 ir 25,1 < b < 25,2. Įver- 
tinkite šio staciakampio perimetra P ir plota S. 


1089. Zinodami, kad 2,6« 517 «2/7 ir 22« 45 «2,3, įvertin- 
kite reiškinio reikšme: 
а) J7 + | 5; b J7-J5; с) 35. 


1090. Išspreskite nelygybe: 
a) 0,3 (2m — 3) < 3 (0,6m + 1,3); 


b) 1,1 (5x — 4) > 0,2 (10x — 43); 
c) 10 — 5 (0,3a — 0,2) > 5 — 10 (0,1a + 0,2); 
d) 3,2 (2b + 1) + 5,7 < 7,3 – 1,6 (3 – 5b); 


e) 43x - 5 (28х-0,6)» i (3x + 0,6) + 2,9x; 


f) 2 (5,5m -2) - 0,8m < 4,6m – : (3,6т – 1,6); 


g) (2,1у + 2) (0,2у - 3) - (0,7y – 1) (0,6у + 4) > -83; 
h) (1 – 3,6a) (0,2a + 3) + (4 + 0,9a) (0,8a + 10) < 42,2. 
1091. Išspreskite nelygybe: 


" 4,24 2x siBr-lls d) 0,6m + 1,2 < 1,5т — 2,5 à 
3 12 15 
b) 23a +0,8 < 5,8a + 3,4 ; е) 1,3a - 0,7 M 0,9a + 0,3 >й; 
2 4 3 
сў 0,5-5у > 0,6-5у i f 1,6 – 0,3у Р 4,4 +1,5y <-4,05у. 
6 4 2 
1092. Su kuriomis b reikšmėmis: 
12-155 DRM 2 : ІТ 
а) trupmenos ас reikšmės уга mažesnės už atitinka- 
11- 0,55 "M 
mas trupmenos н.с reikšmes; 
, Di. e ЭЛЕ. : d 
b) trupmenos 1 reikšmės didesnės už atitinkamas trup- 
2,6 - 3b 
menos ——— — 9 reikšmes? 
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1093. Išspreskite nelygybiu sistema: 


a)[5x — 2 > 2x + 1, c) Pedo a tanka, 
2x + 3 < 18 — 3x; 5y < 2 – Пу; 

ш а) ора 
у- 1 > 2y- 3; 9x + 9 « 8x + 8. 


1094. Išspręskite nelygybiu sistema: 
агт. 
6x (x — 1) — (2x + 2) (3x - 3) > 0; 
b)[10 (x — 1) — 5 (x + D» 4x - 11, 
x? — (x + 2) (x — 2) < 3x; 


8 
1095. Raskite nelygybiu sistemos sveikuosius sprendinius: 
MS + 2)2 > (3x — 1) (3x + 1) - 31, 
(2x - 3) (8x + 5) < (4х — 3)? – 14; 
b)[(5x - 2? + 36 > 5x (5x - 3), 
Зх (Ах + 2) + 40 < 4х (3x + 7) — 4. 
1096. Išspreskite dviguba nelygybe: 


a) „е^ 


meg ыл. c) 11222 5-8; 
b) < ai 4) -02< шан <2. 


1097. Su kuriomis kintamojo x reikšmėmis: 
a) dvinario 0,5 — 0,2x reikšmės priklauso skaičių interva- 


. 1 . 1 
"EI 
b) trupmenos reikšmės priklauso skaičių intervalui 
[-100; 100]? 
1098. Išspręskite nelygybę: 
а) x? + 2x — 15 < 0; c) 10 — 3x2 < 5x — 2; 
b) 5x? — 11x + 2 > 0; а) (2x + 3) (2 — x) > 3; 
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e) 2x2 — 0,5 < 0; g) (0,2 — x) (0,2 + x) < 0; 
f) Зх? + 3,6x > 0; h) x (3x - 2,4) > 0. 

1099. Išspreskite nelygybe: 

а) (2x + 1) (x + 4) – Зх (x + 2) < 0; 

b) (3x — 2)2 — 4х (2x — 3) > 0; 

с) (1 — 6x) (1 + 6x) + 7x (5x — 2) > 14; 

d) (5x + 2) (x — 1) — (2x + 1) (2x — 1) < 27. 

1100. Su kuriomis x reikšmėmis reiškinys turi prasmę: 


a) J 12x-4; с) J 15+2x-x7; е) J 12-5x +, 2x-1; 
b) /3-0,6х, 4) | 2x?+x-6; f) J x^ +4 +J 3x-17? 


1101. Išspreskite nelygybe: 

a) (2x + 7) (8x + 6) (x — 5) > 0; 

b) (x + 2) (0,5х + 4) (1,5x — 6) < 0; 

c) (x — 6) (Ах - 12) (5x + 10) < 0; 

d) (0,2x — 4) (0,1x + 7) (0,3x — 9) > 0. 
1102. Su kuriomis x reikšmëmis: 
8-2x 
3x 12 
3x -1 
4х-5 
5х-8 
2х-7 


а) trupmenos reikšmės уга teigiamos; 


b) trupmenos reikšmės yra neigiamos; 


c) trupmenos reikšmės yra neteigiamos; 


ары NR 
Iz reikšmës yra neneigiamos? 
x 


d) trupmenos 


FUNKCIJOS 
1103. Raskite apibrėžimo sritį funkcijos, išreikštos formule: 
1 3 
a) y= : d) у= ———; 
13 2x-5 ) y Ax? -Ax 41 
bya s е) y 2 d 3x-9; 
ЖЕР Бб y ч 
х 


BT мэ J-4x+2 

1104. Funkcija išreikšta formule у = —х? + 3. Raskite tos 
funkcijos apibreZimo sritj. Ar уга tokia argüumento reikšmë, su 
kuria tos funkcijos reikšmë lygi —1; 1; 5? 
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ШИШ ШШ 
шив 


1105. Funkcija y = Ax), kurios apibrėžimo sritis yra inter- 
valas [-4; 5], išreikšta grafiku (82 pav.). Kokias reikšmes įgyja 
funkcija? Raskite /(—3); f(-1,5); А-1); Д1); A3,5). Raskite koor- 
dinates taškų, kuriuose funkcijos grafikas kerta koordinačių ašis. 

1106. Raskite funkcijos y = f(x) reikšmių sritį, kai: 


a) Ax) = -100x + 53; e) Ax) = 3 — х2; 
b) Ax) = 9,34; nws; 

c) G) = ; g) Aa) = 2x? — 3x; 
d) fco - J x; СЕ -Za +7. 


"€ Su ku- 


1107. Funkcija y = f(x) išreikšta formule у= $ 
riomis argumento x reikšmėmis: 

a) fx) > 0; b) fx) < 0? 

1108. Remdamiesi funkcijos y = fx) grafiku (žr. 82 pav.), 
raskite argumento reikšmes, su kuriomis: 

a) fx) = 0; b) Ax) > 0; c) f(x) < 0. 

1109. Laužtė ABCDE yra funkcijos y = f(x) grafikas (83 pav.). 
Kuriuose intervaluose ji įgyja teigiamas reikšmes ir kuriuose — 
neigiamas? 

1110. Funkcijos išreikštos formulėmis y = —3x + 4, y = 2x? + 


7 1 
+ 3х, y = 5x, y = —x?, y > у-4 x. Kuri tų funkcijų yra: 


a) tiesinė; b) kvadratinė; c) tiesioginis proporcingumas; d) at- 
virkštinis proporcingumas? ; 
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1111. Nubraižykite funkcijos grafiką: 
a) y = —2,1x; by-22x-3; с у= -5; 4)уз-х-4. 
1112. Nubraižykite funkcijos grafiką: 


a) у=; b) y=-Ž. 

1113. Nubraižykite funkcijos grafiką: 

а) у = 2x? — 2; e) y = x2 + x — 6; 

b) y = —x + 1,5, f) y = —0,5x2 + 1,5x + 2; 
с) y = x? — 4x; g) y = 3x? — 6x + 5; 

d) y = 1,5x? + 6x; h) у = —2x2 + 6x — 6. 


1114. Nubraižykite funkcijos y = —0,5x? + x + 1,5 grafiką. 
Remdamiesi juo, raskite, su kuriomis x reikšmėmis y reikšmė lygi 
nuliui, didesnė už nulį, mažesnė už nulį. Kuriame intervale ši 
funkcija didėja ir kuriame mažėja? Kokia šios funkcijos didžiau- 
sia ir mažiausia reikšmė? 

1115. Schemiškai pavaizduokite funkcijos grafiką: 

a) y = ах + 5, kai а <0; е) у = ах? — 3, kai а > 0; 

b) y = 10x + b, kai b > 0; f) y = ax? + 2, kai а < 0; 


k 
с) у= =, kai k > 0; g) y = ах? + bx, kai a > 0, b > 0; 


k 
4) у--, Каі k < 0; h) y = ax2 + bx, kai a < 0, b > 0. 
1116. Kokia уга šiu tiesiniu funkciju grafiku tarpusavio pa- 
détis: 
a) y = 7х + 16 ir y = 7х — 25; с) у 2-2,8xiry = —2;8x + 11; 
b) у = 3,5x — 4 ir y = —5x — 4; d) y = 0,6x + 8 ir y = —0,6х? 
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1117. Raskite šiu funkciju grafiku susikirtimo tašku koor- 
dinates: 

a) y = 2x — 111г y = -5x + 8; 

b) y = —3x – 10 ir y = x?- 13x + 6; 


25 
e) y=— ir y = —2x + 4; 


3. 
d) y=-7 ir y = —; 
e) y = —3x2 + x — 3 ir y = x + x — 5; 
f) y = 4x? + 3x + 6 ir y = 3x? - Зх — 3. 


k 
1118. Raskite atstumą tarp hiperbolės y = 2 ir tiesės y = kx 
susikirtimo taškų. 


1119. Kurios tiesinių funkcijų y = -3x + 9, y = 5x, y = —7, у = 
= 9x — 1, y = —х — 100, y = 1 + 5x yra: 

a) didėjančios; b) mažėjančios? 

1120. Kuriame intervale didėja ir kuriame mažėja kvadratinė 
funkcija: 


а) у = 2x? + 10x ~ 7; с) y = 4x? + 2x; 
b) y = —3x2 + x + 5; d) y = Зх – 5x? 
1121. Nustatykite funkcijos didéjimo іг mašëjimo intervalus: 
a) y = -1,2x + 17; d) y = —7x2 + 21x — 5; 
3 

н е) у = (х — 5) (х + 4); 

5 
с) у=; f) y = — (2х + 1. 


1122. Su kuriomis argumento x reikšmėmis f(x) reikšmės уга 
teigiamos ir su kuriomis yra neigiamos, kai: 


a) f(x) = 3,2x + 16; e Ax) = 2x? + x — 6; 

b) f(x) = -1,5x — 30; f) Ax) = 1,44x? - 2,4x + 1, 
c) fa»; g) Ax) = 3x2 — x + 2; 

d) [®)=->; h) Ax) = —5x2 + 5x — 3? 
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VISO KURSO PRATIMAI 


1123. a) Suprastinkite reiškini 
= PE NE E. 
27x! -1 3x-1 9х2-3х-1) 3x41. 
b) Nubraižykite funkcijos y = x? — 4x — 5 grafiką ir raskite x 
reikšmes, su kuriomis funkcija įgyja neigiamas reikšmes. 


c) Žinodami, kad бпа--19 іг 270% < о < 360^, apskai- 
&uokite cos о, tg а ir сір а. 

d) Atstuma nuo miesto А iki miesto B traukinys pagal tvar- 
karaštį turi nuvažiuoti per 4 h 30 min. Dėl techninių priežasčių 
jis iš miesto A išvyko 30 min vėliau. Padidinęs greitį 10 km/h, 
traukinys atvyko į miestą B laiku. Koks atstumas tarp miestų A 
ir B? 

1124. a) Suprastinkite reiškinį 

| 4x х-3 | 1 2x 


9- x? 79%3х 
b) Išspreskite nelygybe 
(1 — x) (8 — 4x) — (2x + 1) (2x — 1) < 11. 


c) Raskite funkciju 


х+3 3-<x 


у=-22+31 ir у= 2x + 111 


grafiku susikirtimo tašku koordinates. 

d) Motorinë valtis per 5 h nuplaukë pasroviui 36 km ir su- 
grįžo atgal. Upės tėkmės greitis lygus 3 km/h. Apskaičiuokite 
motorinės valties greitį stovinčiame vandenyje. 


1125. a) Suprastinkite reiškinį 
1 


a За“ 


9 


ir apskaičiuokite jo reikšmę, kai а = 121. 
b) Išspręskite lygčių sistema 
ka + 3xy + y? = 11, 
2x + y = 3. 
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c) Nubraižykite funkcijos y = x? + Ах grafika. Su kuriomis x 
reikšmėmis funkcija didėja? 

d) Tekintojui per nustatytą laiką reikėjo nutekinti 240 de- 
talių. Patobulinęs peilį, jis kas valandą nutekindavo 2 detalėmis 
daugiau, negu buvo numatyta, todėl užduotį atliko 4 h greičiau. 
Kiek detalių per valandą tekintojas turėjo nutekinti anksčiau? 


1126. a) Apskaičiuokite: 
83 "E ü 00,5). L (5.7 
7 ' 40 | 


b) Raskite funkcijos 
»-4 27 — 12x — 4х? 
apibrėžimo sritį. 
c) Išspręskite lygčių sistemą 
| 3x-2y x-y 
L Ө Z = elk 
3 2 
Tx + Зу = 38. 


d) Meistras ir mokinys pirma diena pagamino 100 detaliu. 
Antra diena meistras pagamino 20% detaliu daugiau, o mokinys 
10% detaliu daugiau пери pirma diena. Iš viso antra diena 
meistras ir mokinys pagamino 116 detaliu. Kiek detaliu pa- 
gamino meistras ir kiek mokinys pirma diena? 


1127. a) Suprastinkite reiškin; 
(1— cos o) (1+ cos а) _ tga cos (z + o) 
sin а + sin (1 — о) 2 i 


b) Suprastinkite: 
(6-2/6)2-(8/2-2/3) 4 J 2 +8./ 3). 


c) Grafiškai išspreskite lygti 
12 
— = x? – 4х. 
x 
d) Aritmetinës progresijos (а) penktojo ir dešimtojo narių 
suma lygi —9, o ketvirtojo ir šeštojo narių suma lygi -4. Raskite 
tos progresijos pirmųjų dešimties narių sumą. 
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1128. а) Suprastinkite reiškinį 
2 sin a sin E + а) 
2 сов? 0-1 
b) Išspreskite nelygybe 
(3x — 1} — (x — 6) (x + 2) > 4. 
c) Išspręskite lygtį 
E PE 
(x-2)? x*-4 x42 


; е : 1 
d) Geometrinės progresijos (b .) penktasis narys lygus 15, 


1 : . : : 
o vardiklis lygus -7 Raskite tos progresijos pirmujų penkių 


narių sumą. 


ISTORINÉS ZINIOS 


АРТЕ FUNKCIJAS 


Matematikoje kintamasis dydis ir funkcija buvo naudojami 
daug anksčiau negu susiformavo ju bendrosios sąvokos. Jų raidą 
gerokai paskatino koordinačių metodas, kurį sukūrė prancūzų 
matematikai P. Ferma (1601—1665) ir R. Dekartas (1596— 
1650). Koordinačių metodas buvo pradėtas plačiai taikyti gra- 
fiškai tiriant funkcijas ir grafiškai sprendžiant lygtis. Nuo tada 
ir prasidėjo naujas ne tik matematikos, bet ir visų gamtos mokslų 
spartaus vystymosi etapas. 

Terminą „funkcija“ pirmasis pasiūlė vokiečių matematikas 
G. Leibnicas (1646—1716). Jis funkciją siejo su grafiku. 

Su L. Eulerio (1707—1783) ir J. Bernulio (1667—1748) var- 
dais susijusi funkcijos kaip analizinio reiškinio, t. y. reiškinio, 
kurį sudaro tam tikromis analizinėmis operacijomis susieti kin- 
tamieji ir skaičiai samprata. Tuo metu jau buvo ištirtos svarbios 
funkcijų klasės, kurias nagrinėja viena pagrindinių matematikos 
šakų — matematinė analizė. 

L. Eulerio veikaluose pastebimas bendresnis požiūris į funk- 
ciją kaip vieno kintamojo dydžio priklausomybę nuo kito. Šį 
požiūrį vėliau išplėtė rusų matematikas N. Lobačevskis (1792— 
1856), vokiečių matematikas P. Dirichlė (1805—1859) ir kiti 
mokslininkai. Po to į funkciją pradėta žiūrėti kaip į skaičių aibių 
atitiktį: kintamasis y yra kintamojo x funkcija (atkarpoje а < x < 
< b), jeigu kiekvieną x reikšmę atitinka apibrėžta y reikšmė. 
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Be to, nesvarbu, kaip išreikšta ši atitiktis — formule, grafiku, 
lentele ar tiesiog nusakyta žodžiais. 

Pateikiame vieną originaliųjų funkcijų, pavadintą Dirichlė 
funkcija: 

TA | 1, kai x — racionalusis skaičius, 

0, kai x — iracionalusis skaičius. 

Šios funkcijos grafikas yra „trūkus“ kiekviename taške. Tai 
tiesė y = 1, iš kurios pašalinti visi taškai su iracionaliomis absci- 
sėmis, ir tiesė y = 0, iš kurios pašalinti visi taškai su racionaliomis 
abscisėmis. 

Funkcijos sąvoka toliau plėtėsi nagrinėjant aibių, kurių ele- 
mentai ne tik skaičiai, bet ir įvairūs objektai, atitiktis. 


APIE AUKŠTESNIŲJŲ LAIPSNIŲ LYGTIS 


Nepilnąsias kvadratines lygtis ir kai kurias pilnąsias kvad- 
ratines lygtis jau mokėjo spręsti babiloniečiai (2000 m. pr. Kr.). 
Kai kurių tipų kvadratines lygtis sprendė ir senovės graikų 
matematikai, sprendimą išreikšdami geometriniais brėžiniais. 

3-iojo laipsnio lygčių sprendimo būdai nebuvo žinomi nei 
senovės graikų, nei arabų mokslininkams. IX—XV a. arabų 
matematikų algebros traktatuose, be 1-ojo ir 2-ojo laipsnio lygčių 
ir lygčių sistemų sprendimo, randami ir kai kurių kubinių lygčių 
sprendimai. Tačiau jų rezultatai buvo tik apytikslės šaknų 
reikšmės. 

8-10)0 laipsnio lygties bendra išraiška yra tokia: ax? + bx? + 
+ cx + d = 0, kurios a z 0. Jau seniai buvo žinoma, kad šią lygtį 
su nauju kintamuoju galima pakeisti lygtimi x3 + px + g = 0. 

Formulę, pagal kurią randama lygties xš + px = q, kai p > 0 
ir g > 0, teigiamoji šaknis, pirmas išvedė italų matematikas 
Scipionas del Feras (1465—1526), tačiau ją slėpė. Tik gyvenimo 
pabaigoje jis tai pasakė savo mokiniui Fiorei. Tuo pačiu metu 
3-iojo laipsnio lygties bendrąjį sprendimą nagrinėjo kitas italų 
matematikas N. Tartalija (apie 1499—1557). Jis surado lygčių 
x? + рх = q, xŠ + q = px, xŠ = px + q ir lygties х? + px? = q (ріг q — 
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teigiami skaičiai) kai kurių atvejų sprendimo būdus. 1535 m. 
vasario mėnesį tarp Fiorės ir Tartalijos įvyko mokslinė dvikova, 
kurią laimėjo Tartalija: рег 2 h jis išsprendė 30 uždavinių, visus, 

„kuriuos jam pateikė varžovas, o Fiorė neišsprendė nė vieno 
Tartalijos uždavinio. 

1539 m. kubinių lygčių sprendimą pradėjo nagrinėti italų 
matematikas J. Kardanas (1501—1576). Jis sužinojo apie Tar- 
talijos atradimą, nors šis savo darbų neskelbė. 1545 m. išėjo 
Kardano knyga „Apie Didįjį meną arba apie algebrinius dalykus 
vienoje knygoje“, kurioje greta kitų algebros klausimų nagri- 
nėjami kubinių lygčių bendrieji sprendimo būdai. Šioje knygoje 
Kardanas pateikė ir 4-ojo laipsnio lygčių sprendimo metodą, kurį 
atrado jo mokinys L. Feraris (1522—1565). 

Į klausimą, kas — Tartalija ar Kardanas, — atrado kubinių 
lygčių sprendimo formules, neatsakyta iki šiol. 


Reikia pasakyti, kad nei Tartalija, nei Kardanas iki galo 
neištyrė kubinių lygčių sprendinių. Šioje srityje daug daugiau 
nuveikė tos pačios šalies mokslininkas iš Bolonijos R. Bombelis 
(apie 1530—1572). 3-iojo ir 4-ojo laipsnio lygčių sprendimą 
visapusiškai išnagrinėjo F. Vietas (1540—1603). Jis patobulino 
algebros simboliką ir tai iš esmės padėjo sėkmingai atlikti tyrimą. 

Kvadratinės lygties šaknų formulėje vartojamas šaknies 
ženklas — radikalas. Radikalais (2, 3 ir 4-ojo laipsnio šaknimis) 
išreiškiamos ir 3-iojo bei 4-ojo laipsnio lygčių šaknys. 

Atradus 3-iojo ir 4-ojo laipsnio lygčių sprendinių formules, 
daug matematikų stengėsi išvesti bet kurio laipsnio lygčių spren- 
dinių formules. Ši problema buvo aktuali apie 300 metų. Tik 
trečiame XIX a. dešimtmetyje norvegų matematikas N. Abelis 
(1802—1829) įrodė, kad 5-ojo ir aukštesnio laipsnio bendrųjų 
lygčių šaknų negalima išreikšti radikalais. Prancūzų matema- 
tikas E. Galua (1811—1832) išskyrė algebrinių lygčių, išspren- 
džiamų radikalais, klasę. 

Remiantis algebrinėmis lygtimis, atsirado galimybė tiksliau 
klasifikuoti realiuosius skaičius. Tuos skaičius, kurie yra algeb- 
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rinių lygčių su sveikaisiais koeficientais šaknys, pradėta vadinti 
algebriniais. O nealgebriniai realieji skaičiai buvo pavadinti 
transcendentiniais. Paaiškėjo, kad yra gerokai daugiau trans- 
cendentinių skaičių negu algebrinių. Vienas transcendentinių 
skaičių yra skaičius m. 


APIE PROGRESIJAS 


Pirmieji aritmetinės ir geometrinės progresijos vaizdiniai jau 
buvo susiformavę senovės tautose. Babiloniečių dantiraštinėse 
lentelėse ir egiptiečių papirusuose randami progresijų uždaviniai 
ir nurodymai, kaip juos spręsti. 

Senovės graikų Ahmeso (apie 2000 m. pr. Kr.) papiruse yra 
toks uždavinys: „Tau pasakyta: padalyk 10 saikų miežių de- 
šimčiai žmonių taip, kad skirtumas tarp miežių saikų, kuriuos 


iii : Li 
gaus kiekvienas Zmogus ir jo kaimynas, bütu lygus 8 saiko*. 


Šiame uždavinyje kalbama apie aritmetine progresija. 
Vartojant dabartinę simboliką, uždavinio sąlygą galima užrašyti 
taip: S,, = 10, 4-5. Raskite а,, a,, ..., ау. 

Viename senovės graikų papiruse pateikiamas toks užda- 
vinys: „Yra 7 namai, kiekviename iš jų po 7 kates, kiekviena 
katė suėda 7 peles, kiekviena pelė suėda 7 varpas, kurių kiek- 
viena pasėta užaugina 7 saikus grūdų. Reikia apskaičiuoti na- 
mų, kačių, pelių, varpų ir grūdų saikų skaičių sumą“. 

Sprendžiant šį uždavinį, gaunama suma: 7 + 7? + P + 74 
+ 75, t. y. geometrinės progresijos penkių narių suma. 

Apie progresijas ir jų sumas jau išmanė senovės graikų 
mokslininkai. Pavyzdžiui, jie buvo susipažinę su natūraliųjų, 
lyginių ir nelyginių skaičių sekų pirmųjų n skaičių sumos 
formulėmis. 

Archimedas (III a. pr. Kr.) figūrų plotams ir tūriams rasti 
taikė „atomistinį metodą“, todėl jam tekdavo apskaičiuoti kai 
kurių sekų sumas. Jis išvedė natūraliųjų skaičių kvadratų sumos 
formulę 
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1? 42? +32 k. n? = п (л +1)(@л +1), 


nurode, kaip rasti nykstamosios geometrinës progresijos 
ix i +... Suma 
"P kee : 


Kai kurie aritmetinés ir geometrinés progresiju faktai buvo 
žinomi kinų ir indų mokslininkams. Tai patvirtina, pavyzdžiui, 
garsi indų legenda apie šachmatų išradėją (žr. 19 skyrelį). 

Terminą „progresija“ (lot. progressio — augimas, pažanga) 
pirmą kartą pavartojo romėnų autorius Boecijus (VI a.). Šis 
terminas buvo suprantamas platesne prasme negu begalinė 
skaičių seka. Pavadinimai „aritmetinė“ ir „geometrinė“ buvo per- 
kelti į progresijas iš tolydžiųjų proporcijų teorijos, kurią nagrinėjo 
senovės graikai. Lygybe a, — a, = a, — а, | jie vadino tolydžia 


aritmetine proporcija, o lygybę За - E: ues tolydžia geometrine 
k k+1 
Га "np" ЭЛЭГ” А _ дуул бул 
proporcija. I$ šių lygybiu išplaukia, Кай а,- ын на 


b, = | b, ,-5,,, . Taigi šiomis priklausomybėmis išreiškiamos arit- 
metinės ir geometrinės progresijos būdingos savybės. 

Aritmetinės progresijos narių sumos formulę įrodė senovės 
graikų mokslininkas Diofantas (III a.). Geometrinės progresijos 
narių sumos formulė buvo pateikta Euklido knygoje „Pradmenys“ 
(III a. pr. Kr.). Bet kurios aritmetinės progresijos narių sumos 
apskaičiavimo taisyklė pateikta L. Fibonačio „Abako knygoje“ 
(1202). Nykstamosios geometrinės progresijos sumavimo bendrą 
taisyklę pateikia N. Šiukė knygoje „Mokslas apie skaičius“ 
(1484). 

Įdomi žymaus vokiečių matematiko K. Gauso (1777—1855) 
istorija. Jau vaikystėje pasireiškė jo gabumai matematikai. Kartą 
mokytojas pasiūlė mokiniams sudėti visus natūraliuosius skaičius 
nuo 1 iki 100. Mažasis Gausas šį uždavinį išsprendė per minutę. 
Suvokęs, kad sumos 1 + 100, 2 + 99 ir t. t. yra lygios, jis 101 
padaugino iš 50, t. y: iš tokių sumų skaičiaus. Kitaip tariant, jis 
pastebėjo dėsningumą, kuris būdingas aritmetinei progresijai. 
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KOMPLEKSINIAI SKAICIAI 

Kompleksinio skaičiaus idėja iškilo italų matematikams 
XVI a. sprendžiant 3-iojo ir 4-ojo laipsnio lygtis. 

x? + рх + q = 0 išraiškos ж; spręsti buvo išvesta formulė 


ies. 
2 3 
kuria pradéta vadinti Kardano formule. Kai wq ord reiš- 
q^ „P 
kinys ЗОЛ neturi prasmės. Tačiau paaiškėjo, kad ir šiuo 


atveju taikant pateiktą formulę galima rasti lygties х? + px + q = 

= 0 realiąsias šaknis, atlikus reiškinių at Jb „ka b < 0, 

veiksmus pagal iprastas taisykles. Pavyzdšiui, reiškinius 
-3 ir 2-4 -3 sudauginus taip: 


(84-1-8):(04-41-8)-25-11-8)У-4-4-9)-1 


Vėliau skaičiai аз /5 , kai b < 0, buvo pavadinti komplek- 
siniais skaiciais. 

Formalias kompleksiniu skaiciu operacijas pradejo Bombelis. 
Vėliau šiuos skaičius imta rašyti taip: а+Ь/-1,о 4-1 pava- 
dintas menamuoju vienetu. 

L. Euleris menamąjį vienetą pažymėjo raide i (žodžio imagi- 
nary, kuris reiškia „įsivaizduotas“ arba „menamas“, pirmąja 
raide). | 

Taigi pagal apibrėžimą menamasis vienetas уга „skaičius“, 
kurio kvadratas lygus -1, t. y. i? = —1. 

Kompleksinių skaičių teorijos pradiniai teiginiai yra tokie. 

Kompleksiniu skaičiumi vadinamas reiškinys a + bi, kurio a 
ir b — realieji skaičiai. Be to, a vadinamas kompleksinio skai- 
čiaus realiąja dalimi, o bi — jo menamąja dalimi. 

Kompleksiniai skaičiai a, + bi ir a, + b; vadinami lygiais, kai 
а, = а, їг b, zb, 


17. 
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Kai b = 0, tai kompleksinis skaičius a + bi yra realusis skai- 
čius, lygus a. Kai b z 0, tai kompleksinis skaičius a + bi va- 
dinamas menamuoju, atskiru atveju, kai a = 0, — grynai me- 
namuoju. 

Sudėjus ir sudauginus kompleksinius skaičius a, + bj ir a, + 
+ 6, taip, kaip sudedami ir dauginami daugianariai, i? pakeitus 
-1, gaunami reiškiniai, kurie vadinami atitinkamai tų skaičių 
suma ir sandauga: 


(a, + bi) + (a, + b,i) = (a, + a,) + (b, + БДІ, 

(a, + 61) · (a, + 1) = (аа, — b,b,) + (a,b, + a,b. 

Atimtis ir dalyba yra veiksmai, atvirkštiniai atitinkamai su- 
dėčiai ir daugybai. Remiantis dviejų kompleksinių skaičių lygy- 
bės apibrėžimu, gaunamos formulės: 


(a, + bj) – (a, + bj) = (a, — aj) + (b, — bji, 


a,+bi аа, +0, a;b-aj,. 
a,+bi а? +2 а? +b? 


Skaičiai a + bi ir a — bi vadinami jungtiniais. Jų sandauga 
lygi а? + b2. Tuo remiamasi ieškant kompleksinių skaičių dalmens: 
ir dalinys, ir daliklis padauginamas iš skaičiaus, jungtinio da- 
likliui. Pavyzdžiui: 


` ` N B Бо “Эм -2 ШИГ, 
2-3: (2+3i)(1-2i) 2+3i-4i-6i = -16-02i. 


1«2i (1%20(1-2) 1-4 

Iš apibrėžimų išplaukia, kad kompleksinių skaičių sudėčiai ir 
daugybai galioja keitimo, jungimo ir skirstymo dėsniai. 

Kompleksinių skaičių aibė yra realiųjų skaičių aibės plėtinys. 

Kompleksiniai skaičiai, kaip ir realieji, yra uždari aritmetinių 
veiksmų atžvilgiu, taigi dviejų kompleksinių skaičių suma, skir- 
tumas, sandauga ir dalmuo (išskyrus dalybą iš nulio) yra komp- 
leksiniai skaičiai. 

Realiesiems skaičiams nebūdinga algebriško uždarumo sa- 
vybė — ne kiekviena algebrinė lygtis turi šaknis. Pavyzdžiui, 
realiųjų šaknų neturi kvadratinė lygtis, kurios diskriminantas 
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neigiamas. O kompleksiniai skaičiai algebriškai uždari: kiekviena 
algebrinė lygtis su kompleksiniais koeficientais turi šaknis. Antai 
kvadratinės lygties ах? + bx + с = O su realiais koeficientais, kai 
diskriminantas neigiamas, šaknys apskaičiuojamos pagal tą pačią 
formulę: 


-b+ JD 


2а 


Pavyzdžiui, išsprendę lygtį x? — Ах + 13 = 0, sužinome, kad 
x, =2-3i1r x, = 2 + 3i. 

Taigi kiekviena kvadratinė lygtis kompleksinių skaičių aibėje 
turi dvi šaknis (kai D = 0, tai sakoma, kad lygtis turi dvi lygias 
šaknis). 

A. Žiraras (1595—1632) ir R. Dekartas pirmieji suformulavo, 
kad algebrinė lygtis turi tiek šaknų, koks yra jos laipsnis. Šis 
teiginys buvo pavadintas pagrindine algebros teorema. Ją įrodė 
vokiečių matematikas K. Gausas. 

Žinome, kad kiekvieną realųjį skaičių atitinka vienintelis 
koordinačių tiesės taškas ir, atvirkščiai, kiekvieną koordinačių 
tiesės tašką atitinka vienintelis realusis skaičius. Ši atitiktis yra 
abipus vienareikšmė. Taigi koordinačių tiesėje nėra vietos me- 
namiems kompleksiniams skaičiams. 

Kiekvieną kompleksinį skaičių a + bi atitinka koordinačių 
plokštumos taškas (a; b) ir, atvirkščiai, kiekvieną tašką (x; y) 
atitinka kompleksinis skaičius x + yi. 

Koordinačių plokštuma, kurioje vaizduojami kompleksiniai 
skaičiai, vadinama kompleksine plokštuma. Jos abscisių ašiai 
priklauso taškai, kuriuos atitinka realieji skaičiai, o taškai, ne- 
priklausantys abscisių ašiai, atitinka menamuosius kompleksi- 
nius skaičius. 


APIE LAIPSNIUS 


Laipsnio su natūraliuoju rodikliu sąvoka susiformavo jau 
senovėje. Skaičiaus kvadratu ir kubu buvo operuojama apskai- 
čiuojant plotus ir tūrius. Kai kurių skaičių laipsnius vartojo 
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Senovës Egipto ir Babilono mokslininkai spresdami kai kuriuos 
uždavinius. | 

ІП a. išleistoje graikų mokslininko Diofanto knygoje „Arit- 
metika“ buvo padėti raidinės simbolikos pamatai. Diofantas pa- 
teikė nežinomojo pirmųjų šešių laipsnių ir jiems atvirkštinių 
dydžių simbolius. Šioje knygoje kvadratas žymimas ženklu A su 
indeksu r (Ar); kubas — ženklu A su indeksu r (£^); kvadratas, 
padaugintas iš jo paties, — kvadratas-kvadratas žymimas A'A; 
kvadratas, padaugintas iš kubo, — kvadratas-kubas — АЙ”; 
kubas, padaugintas iš jo paties, — kubas-kubas — k'k. 

XVI a. pabaigoje F. Vietas pradėjo raidėmis žymėti ne tik 
lygčių nežinomuosius, bet ir jų koeficientus. Jis vartojo san- 
trumpas: N (Numerus — skaičius) — pirmajam laipsniui žymėti, 
Q (Quadratus — kvadratas) — antrajam, С (Cubus — kubas) — 
trečiajam, QQ— ketvirtajam ir t. t. 

Dabartinius laipsnių simbolius (aš, a^, a? ir t. t.) pirmasis 
pavartojo Dekartas. O a antrąjį laipsnį, t. y. а?, jis rašė sandauga 
aa. 

Laipsnio su nenatūraliuoju rodikliu sąvoka susiformavo 
laipsniškai. Neigiamus ir trupmeninius laipsnių rodiklius vartojo 
kai kurie XIV—XV a. Europos matematikai (N. Oremas, N. Siu- 
kė). Dabartinius laipsnio su nuliniu, neigiamu ir trupmeniniu 
rodikliu apibrėžimus ir žymėjimus randame anglų matematikų 
D. Volio (1616—1703) ir I. Niutono (1643—1727) veikaluose. 


APIE TRIGONOMETRIJĄ 


Terminas „trigonometrija“ kilo iš graikiškų žodžių „trionon“ 
— trikampis iš „metreo“ — matuoju. Taigi „trigonometrija“ — 
„trikampių matavimas“. 

Poreikis matuoti kampus, kaip ir atstumus, atsirado taip pat 
seniai. Trigonometrijos plėtotę skatino ir būtinumas nustatyti 
laiką, laivo atviroje jūroje arba karavano dykumoje vietą. 

Tirdami priklausomybę tarp trikampio kraštinių ir kampų, 
senovės matematikai surado būdus, kaip apskaičiuoti įvairius 
trikampio elementus. 


260 


Tam tikromis trigonometrijos žiniomis jau naudojosi senovės 
Babilono mokslininkai. Tai liudija tas faktas, kad babiloniečiai 
mokėjo numatyti Saulės ir Mėnulio užtemimus. Vienoje senovės 
Babilono dantiraštinėje lentelėje (2 tūkst. m. pr. Kr.) yra iš- 
spręstas uždavinys: apskaičiuotas stygos ilgis, kai žinomas skri- 
tulio skersmuo ir nuopjovos aukštis. Šis sprendimas atitinka ryšį 
tarp sinuso ir kosinuso. 

Senovės graikų mokslininkai taikė stačiųjų trikampių 
sprendimo metodus. Astronomas ir matematikas Hiparchas (II 
a. pr. Kr.) sudarė stygų lenteles — pirmąsias trigonometrines 
lenteles. 

Vienas žymiausių laimėjimų sudarant trigonometrines len- 
teles buvo K. Ptolemėjo (II a.) veikalas „Almagestas“. Jame su- 
rinktos ir apibendrintos visos to meto astronomijos ir jai artimų 
mokslų žinios. Čia pateikta stygų lentelė, kuri sudaryta šešias- 
dešimtainės skaičiavimo sistemos pagrindu pusės laipsnio inter- 
valu nuo 0“ iki 180“. Iš esmės stygų lentelė yra sinusų nuo 0“ 
iki 90° lentelė. Ptolemėjas taip pat išvedė formules, kurias da- 
bartine simbolika galima užrašyti taip: sin? а + cos? а = 1, 

24 1-cos04 x. 


sin (œ — B) = sin о cos В — cos о sin B, sin c Sios 


trigonometrijos žinios pirmiausia buvo taikomos sprendžiant 
praktinės astronomijos uždavinius, nustatant nepasiekiamus 
atstumus. 

Trigonometriją toliau plėtojo Indijos ir Artimųjų bei Vidu- 
riniųjų Rytų mokslininkai. Jie įvedė sinusą, kosinusą, tangentą, 
kotangentą, sukūrė radianinio kampo mato pagrindus. Arabų 
matematikų sukauptos žinios jau leido trigonometriją laikyti at- 
skira matematikos šaka. 

XV a. Europoje buvo išspausdinta knyga, kurioje pirmą kartą 
trigonometrija laikoma savarankišku mokslu. Ją parašė I. Miu- 
leris (1436—1476), dažnai vadinamas Regiomontanu. 

Po to pasirodė N. Koperniko (1473—1543), Ticho Brahės 
(1546—1601), J. Keplerio (1571—1630), J. Biurgio (1552—1632) 
veikalai. Juose nagrinėjama trigonometrija iš esmės buvo skirta 
astronomijos poreikiams tenkinti. 
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Ypaé svarbüs trigonometrijos plétotei F. Vieto ir L. Eulerio 
veikalai. Pirmasis гетеві trigonometrija spresdamas kubines lyg- 
tis, o antrasis suküre trigonometriniu funkciju teorija. L. Eulerio 
veikaluose trigonometrija įgijo šiuolaikinę išraišką. 

Pirmą kartą sinusą ir kosinusą ženklais sin x ir cos x pa- 
žymėjo J. Bernulis 1739 m. laiške L. Euleriui. Euleris pritarė 
šiems žymėjimams ir sistemingai juos vartojo. 


SUNKESNI UZDAVINIAI 


1129. Raskite daugianario 2x5 + x* — 10x? — 5x? + 8x + 4 
šaknis. (Daugianario su vienu kintamuoju šaknimi vadinama 
kintamojo reikšmė, su kuria daugianario reikšmė lygi nuliui.) 

1130. Į daugianarį ax? + bx? + cx + d vietoj a, b, c ir d bet 
kuria tvarka įrašę skaičius —7, 4, —3 ir 6, gausime daugianarius 
su vienu kintamuoju, pavyzdžiui, —7x? + 4x? — Зх + 6; 4x3 — 
— Tx? + 6x — 3 ir t. t. Įrodykite, kad visi tokie daugianariai turi 
bendrą šaknį. 

1131. Įrodykite, kad daugianaris x* — 4x3 — 6x? — 3x + 9 
neturi neigiamų šaknų. 

1132. Su kuriomis a reikšmėmis kvadratiniai trinariai х? + 
+ ах + lir x? x + a turi bendrą šaknį? 

1133. Su kuria a reikšme kvadratinio trinario x? — (a — 2)x - 
— a — 1 šaknų kvadratų suma yra mažiausia? 

1134. Įrodykite, kad kvadratinis trinaris f(x) = ax? + bx + c 
turi dvi skirtingas šaknis, jeigu yra toks skaičius o, su kuriuo 
af(a) < 0. Be to, viena šaknis mažesnė už skaičių 0, о kita — 
didesnė. 

1135. Įrodykite: su bet kuriomis a, b ir c reikšmėmis funkcijos 
y = (x — a)x — b) — c? grafikas ir x ašis turi bent vieną bendrą 
tašką. 

1136. Nubraižykite funkcijos grafiką: 


la -x|-4. 
2 
1137. Raskite funkcijos у= x^ -4x *|2x - 8| grafiko ir x ašies 


bendru tašku koordinates. 


a) yz 2x? - 3x|- 2; b) y= 
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1188. Su kuria a reikšme funkcijų y = x? - 7х + air y = 
= —3x2 + 5x — 6 grafikai turi vienintelį bendrą tašką? Raskite jo 
koordinates. 

1139. Išspręskite nelygybę: 

Зх? +4x-4 et b) Зх? +2x-1 Ж. 
х®+х+1 x*—x+1 

1140. Įrodykite, kad daugianaris x? + xê — 4x* + x? + 1 nejgyja 
neigiamų reikšmių. 

1141. Su kuriomis m reikšmėmis kvadratinis trinaris mx? + 
+ (m — 1) x + m - 1 įgyja tik neigiamas reikšmes? 

1142. Jeigu n-tojo laipsnio lygtis su sveikaisiais koeficientais 
turi sveikąją šaknį, nelygią nuliui, tai ta šaknis уга laisvojo 
nario daliklis. Įrodykite tai. 

1143. Raskite lygties sveikąsias šaknis: 

а) 2x3 – Зх? — 11x + 6 = 0; b) x* + 4x? — 9x? — 16x + 20 = 0. 

1144. Su kuriomis a reikšmėmis bikvadratinė lygtis x* + 
+ ax? + a — 1 = 0 turi tik dvi skirtingas šaknis? 

1145. Išspręskite lygčių sistemą 
|х+1|+[у +1|=8, 


2х-|у +1 = 
1146. Kiek sprendinių turi lygčių sistema 
у? = 25 — x, 

y + x = х? — 6? 
1147. Išspreskite lygčių sistema 

Із - 1) (2x + у) = 0, 

(y + 1) (2y — x) = 0. 

1148. Išspręskite lygčių sistemą: 
Ээ - 15, b) E - —12, 

x? + y? + x + y = 12; x? + y2 + x — y = 18. 

1149. Išspręskite lygčių sistema 
(x + y) (8 — x) = 
(x + y) (5 + у) = 20. 


1150. Viena darba dirba trys ууга1. Pirmo ir antro vyro darbo 
našumų sumos pusė lygi trečio vyro darbo našumui. Jei trečias 
vyras dirbtų 48 h, tai po to pirmasis darbą baigtų per 10 h, o 
antrasis — per 15 h. Per kiek laiko gali atlikti darbą kiekvienas 
vyras dirbdamas atskirai? 
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1151. Ar yra toks dviženklis skaičius, kurį padalijus iš jo 
skaitmenų kvadratų sumos dalmuo būtų lygus 2 ir liekana 6, 
o padalijus iš skaitmenų sandaugos dalmuo būtų lygus 4 ir 
liekana 6? 


1152. Sekos (x,) ir (y,) išreikštos formulėmis x, = 2n — 1 ir 
y, = п?. Jų bendri nariai, parašyti didėjimo tvarka, sudaro seką 
(c). Parašykite sekos (с) n-tojo nario formulę. 

1153. Su kuriomis n reikšmėmis formule x = (п + 4)(n — 5) 
išreikštos sekos nariai tenkina sąlygą —18 < x, < 360? 


1154. Raskite sekos (х,) pirmųjų п narių sumą, kai 
(2n -1)(2n +1) 


1155. Sekos (x,) kiekvienas nelyginio numerio narys lygus 
2a, o lyginio numerio narys 2b. Parašykite tos sekos n-tojo nario 
formulę. 

1156. y = Ax) yra tiesinė funkcija ir x, x, x, .. sudaro 
aritmetinę progresija. Įrodykite, kad seka f(x,), Ax,), f(x), ... irgi 
yra aritmetinė progresija. 

1157. Aritmetinę progresija a,, а,, a,, а, sudaro sveikieji skai- 
čiai, kurių didžiausias narys lygus kitų trijų jos narių kvadratų 
sumai. Raskite tos progresijos narius. 

1158. а,, а,, ... — aritmetinė progresija, kurios nariai yra 
teigiami. Įrodykite, kad sekos (x,) pirmųjų n narių suma ly- 


s n 

1159. Trikampio kraštinės sudaro geometrinę progresija. Įro- 
dykite, kad jo aukštinės irgi sudaro geometrinę progresiją. 

1160. Trys skirtingi sveikieji skaičiai sudaro geometrinę pro- 
gresiją. Jų suma lygi —3. Raskite tuos skaičius. 

1161. Iš nykstamosios geometrinės progresijos nuo pradžios 
iš eilės išrinktos grupės po п narių. Įrodykite, kad šių grupių 
narių sumos sudaro geometrinę progresiją. 

1162. Trys sveikieji skaičiai sudaro aritmetinę progresiją, ku- 
rios pirmasis narys 1. Prie antrojo nario pridėjus 3, o trečiąjį 
pakėlus kvadratu, gaunama geometrinė progresija. Raskite tuos 
skaičius. 


kai x, 
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1163. [rodykite, kad 


"Үгэн “шен, s 


kai a >0, b >0іг а? > b. 
1164. Suprastinkite reiškinį: 


a) (11-46, byy9-eJ2. 

1165. Įrodykite, kad nelygybė 

13-5... enc), 

2-4-6-...-2n 

yra teisinga su bet kuriuo natūraliuoju z > 1. 
1166. Suprastinkite reiškinį 


12-/5-%2-/5. 


1167. Išspreskite lygti 


3 (65+ x)? +44 (65— x) -53 65? - x? = 0. 


1 


1168. Įrodykite, kad funkcija y, = енінен lyginė, о funk- 
cija у, = pedem nelyginė, jei funkcija y = f(x) apibrėžta su 
visais x. 


1169. Įrodykite, kad kiekvieną funkciją, kurios apibrėžimo 
sritis yra (-оо; +оо), galima išreikšti lyginės ir nelyginės funkcijų 


suma. Funkciją f(x)- išreikškite lyginės ir nelyginės fun- . 


> x + x 
kciju suma. 


1170. [rodykite, kad sin о + соѕ а > 1, kai 0«a«7. 
1171. Įrodykite, kad lygybė 


yra teisinga. 
1172. Suprastinkite reiškinį 


1 1/1 1/1 1 
= 2 і 0<0<-. 
2 212 212 2 598 i AT 


юра 
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1173. Apskaičiuokite reiškinio 
8 cos 20° cos 40° cos 80° 
reikšmę. 


1174. Įrodykite, kad didžiausia reiškinio sin x -/2 cos х 
reikšmë lygi J3 ° 


1175. Yra žinoma, kad іро + сіро = 5. Apskaičiuokite 
reiškinio 


tg’a + +ctg’°a 


sinc сова 
reikšmę. 

1176. Trikampio kampai уга a, ñ ir y, be to, y — bukas 
kampas. Įrodykite, kad kampu « ir B tangentu sandauga ma- 
žesnė už 1. 

1177. Įrodykite tapatybę 

1+2 cos 20 + 2 cos 44 хэй он алд PRU RUE. 

sin Q 
1178. Suprastinkite reiškinį 
sin 20 + sin 40 +... + sin 2по. 

1179. Įrodykite, kad 


шар. В, т Y I, o 
tg— tg — «tg tg +tg tg -1 
gig, ttg o tg, tig, tg. cl, 


kai о, B ir y — trikampio kampai. 
х 
x +4 
1181. Yra žinoma, kad x? + y? + z? = xy + yz + zx. Įrodykite, 
kad x = y = z. 
1182. Išspręskite lygtį su dviem kintamaisiais 


х? «24 3x y - Ad y +7=0. 


1183. Išspręskite lygčių sistema 
х? + у? – 22? = 0, 
х+у+2 = 8, 
ху = —z2. 
1184. Raskite lygčių sistemos 
р + y + z = 14, 
x + yz = 19 
natüraliuosius sprendinius. 


1180. Raskite funkcijos у= 


didžiausią reikšmę. 
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1185. Įrodykite, kad 


(a^ +а+1) (6° +Ь+1)(с*+с+® , 


abc 
kai a, b ir c — teigiami skaičiai. 


Т, 


1186. Apskaičiuokite reiškinio 
1:2-4+2-4-8+...+n-2n-4n 
1:3-9+2-6-18+...+n-3n-9n 

reikšmę, kai п — bet kuris natūralusis skaičius. 


1187. Įrodykite, kad su bet kuriuo natūraliuoju n reiškinio 
(5 + 107) (1 + 10 +... + 10) + 1 
reikšmė yra natūraliojo skaičiaus kvadratas. 


1188. Raskite mažiausią keturženklį skaičių, kurį padauginus 
iš 21 gaunamas natūraliojo skaičiaus kvadratas. 

1189. Triženklį skaičių x, penkių kartotinį, galima išreikšti to 
paties natūraliojo skaičiaus kubo ir kvadrato suma. Raskite skai- 
čių x. 

1190. Du skirtingus natūraliuosius skaičius sudėjus, sudau- 
ginus, iš didesnio atėmus mažesnį, didesnį padalijus iš mažesnio, 
visų keturių rezultatų suma lygi 441. Raskite tuos du natū- 
raliuosius skaičius. 


1191. Raskite du natūraliuosius skaičius, kurių kvadratų 
skirtumas lygus 45. 

1192. Įrodykite, kad nėra natūraliojo skaičiaus, kuris pa- 
didėtų 5 kartus, pirmąjį skaitmenį perkėlus į skaičiaus pabaigą. 


Е —— Мэн..л, = — —ÁÓÓÀÀ9À 


—— — — 


VII—VIII KLASĖS 
ALGEBROS KURSO 


SANTRAUKA 


REIŠKINIAI IR JŲ PERTVARKIAI 


1. Reiškiniai, kuriuos sudaro skaičiai ir kintamieji, susieti 
sudėties, atimties ir daugybos veiksmais, vadinami sveikaisiais 
reiškiniais. Vienodų dauginamųjų sandaugą galima išreikšti 
laipsniu. Prie sveikųjų reiškinių priskiriami ir reiškiniai, ku- 
riuose, be sudėties, atimties ir daugybos veiksmų, yra dalyba 
iš skaičiaus, nelygaus nuliui. Pavyzdžiui, а? + 3ab — 2b?, (x — y)x 

n Aki a z 
x (2x + y?), S a? : 7 yra sveikieji reiškiniai. 

Reiškiniai, sudaryti iš skaičių ir kintamųjų, kuriuose, be su- 
dėties, atimties ir daugybos veiksmų, yra dalyba iš reiškinio su 
kintamuoju, vadinami trupmeniniais. Pavyzdžiui, ie 
a+2 IT 
T 5m : n yra trupmeniniai reiškiniai. 

Sveikieji ir trupmeniniai reiškiniai vadinami racionaliaisiais 
reiškiniais. 

Sveikasis reiškinys turi prasmę su bet kuriomis jo kintamųjų 
reikšmėmis. Trupmeninis reiškinys su kai kuriomis kintamųjų 


reikšmėmis gali neturėti prasmės. Pavyzdžiui, reiškinys a + 


neturi prasmės, kai a = 2, reiškinys 2-2 neturi prasmės, kai 
х= у. 

Kintamųjų reikšmės, su kuriomis reiškinys turi prasmę, va- 
dinamos leistinosiomis kintamųjų reikšmėmis. 
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2. Lygybe, kuri уга teisinga su visomis leistinosiomis jos kin- 
tamuju reikšmėmis, vadinama tapatybe. 

Du reiškiniai, kurie įgyja lygias reikšmes su visomis leisti- 
nosiomis jų kintamųjų reikšmėmis, vadinami tapačiai lygiais, 
o vieno tokio reiškinio pakeitimas kitu, jam tapačiai lygiu, — 
tapačiuoju reiškinio pertvarkymu. 

3. Vienanariais vadinamos skaičių, kintamųjų ir jų laipsnių 
sandaugos, taip pat ir patys skaičiai, kintamieji bei jų laipsniai. 
Pavyzdžiui, 8a3b, —1,5xy2z8, 12, c, т! yra vienanariai. 

Vienanario laipsniu vadinama visų jo kintamųjų laipsnių 
rodiklių suma. Pavyzdžiui, vienanario 9a7b laipsnis lygus 8. 

4. Daugianariu vadinama vienanarių suma. Pavyzdžiui, y* — 
—8y? + 2y — 3, 4a* + 1lla?b? — ab + ЗЬ — 1 yra daugianariai. 
Vienanariai laikomi daugianariais, sudarytais iš vieno nario. 

Standartinės išraiškos daugianario laipsniu vadinamas dau- 
gianarį sudarančių vienanarių didžiausias laipsnis. Pavyzdžiui, 
daugianario 18a9 — 7a*b? + 1 laipsnis lygus vienanario -7a*53 
laipsniui, t. y. lygus 7. 

Nestandartinės išraiškos daugianario laipsniu vadinamas ta- 
pačiai jam lygaus standartinės išraiškos daugianario laipsnis. 

5. Sudedant daugianarius, taikoma atskliautimo taisyklė: 
jeigu prieš skliaustus yra pliusas, tai skliaustus galima praleisti 
paliekant tą patį kiekvieno skliaustuose esančio dėmens ženklą. 
Pavyzdžiui: 

(5x2 — 3xy) + (Аху - 2x2 + 1) = 5x? – Зху + 4xy - 2x? + 1 = 

= Зх? + xy + 1. 

Atimant daugianarius, taikoma atskliautimo taisyklė: jeigu 
prieš skliaustus yra minusas, tai skliaustus galima praleisti pa- 
keičiant kiekvieno skliaustuose esančio dėmens ženklą. Pavyz- 
džiui, (8a? — 3ab) — (7а? — 4ab + 5) = 8a? — 3ab — Та? +4ab — 
-Б-а? + ab — 5. 

Vienanarį dauginant iš daugianario, reikia tą vienanarį pa- 
dauginti iš kiekvieno daugianario nario ir gautas sandaugas 
sudėti. Pavyzdžiui, 2x*(3x3 — xy + 5y?) = 6x5 — 2xšy + l0x?y?. 
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Daugianarį dauginant iš daugianario, reikia vieno daugia- 
nario kiekvieną narį padauginti iš kito daugianario kiekvieno 
nario ir gautas sandaugas sudėti. Pavyzdžiui, (2a — 3) (За? + a – 
- 4) = ба? + 2a? — 8a — 9a? — За + 12 = ба? — Ta? — 11a + 12. 

Bet kurį sveikąjį reiškinį galima išreikšti daugianariu. 

6. Sutrumpintos daugybos formulės. : 

a) (а + b? = a? + 2ab + b2. 

Dvieju reiškiniu sumos kvadratas lygus pirmo reiškinio kvad- 
ratui plius pirmo ir antro rei&kinio dviguba sandauga plius antro 
reiškinio kvadratas. 

b) (a — b? = а? - 2ab + b2. 

Dviejų reiškinių skirtumo kvadratas lygus pirmo reiškinio 
kvadratui minus pirmo ir antro reiškinio dviguba sandauga plius 
antro reiškinio kvadratas. 

с) (a - b) (a + b) = a? - Ы. 

Dviejų reiškinių skirtumo ir ju sumos sandauga lygi tu reiš- 
kinių kvadratų skirtumui. 

d) aš + bš = (a + b) (a? – ab + b?). 

Dviejų reiškinių kubų suma lygi tų reiškinių sumos ir jų 
skirtumo nepilnojo kvadrato sandaugai. 

e) a? — bš = (a — b) (a? + ab + b2). 

Dviej., reiškinių kubų skirtumas lygus tų reiškinių skirtumo 
ir jų sumos nepilnojo kvadrato sandaugai. į 

7. Daugianario skaidymu dauginamaisiais vadinamas dau- 
gianario reiškimas daugianarių sandauga. 

Daugianario skaidymo dauginamaisiais būdai yra šie: dau- 
ginamojo kėlimas už skliaustų, grupavimas, sutrumpintos dau- 
gybos formulių taikymas. Pavyzdžiui, daugianarį 8a? — 6ab ga- 
lima išskaidyti dauginamaisiais iškeliant 2a už skliaustu: 

8a? — 6ab = 2a (4a? — 3b); 
daugianarį 2ab + 10b - За - 15 galima išskaidyti daugina- 
maisiais grupuojant: 

2ab + 10b — 3a — 15 = (2ab + 105) - (За + 15) = 

= 2b (a + 5) — 3 (a + 5) = (a + 5) (2b — 3); 
daugianarj 9a? — 2554 galima išskaidyti dauginamaisiais taikant 
dviejų reiškinių kvadratų skirtumo formule: 

9a? — 25b* = (За)? - (5b2)2 = (За - 5b?) (За + 552). 
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8. Racionaliaja trupmena vadinamas racionalusis reiškinys 


‚ kai a ir b — daugianariai. 


с18 


Su bet kuriomis а, b ir c reikšmėmis, kai b z 0 ir c z 0, 
ac : : 
rs be Trupmenos savybė, išreikšta tapatybe zT сн vadinama 
pagrindine trupmenos savybe. Pagrindinė trupmenos savybė 


taikoma prastinant trupmenas. Pavyzdžiui: 
x? + 2xy . х(х+2у) x. 
4y? +2xy 2y(x-2y) 2у” 
a?-8 _ (0-2) (а +2а+4) a-2 
За? + 6a +12, 3 (a? + 2a 4 4) 3 


Pakeitus trupmenos skaitiklio (arba vardiklio) Zenkla ir trup- 
menos ženklą, gaunamas reiškinys, tapačiai lygus pradiniam: 


9. Racionaliųjų trupmenų veiksmai. 
a) Jei с z 0, tai 


r 
c [4 [^ c с с 
Sudedant trupmenas su vienodais vardikliais, reikia sudėti 

jų skaitiklius, o vardiklį palikti tą patį. Pavyzdžiui: 
8х-8у ү2х-1у _3х-8у+2х-7у 5х-15у 5(х-3у) х-3у 

5xy 5xy 5xy 5xy 5xy xy ` 
Iš vienos trupmenos atimant kitą trupmena su tuo pačiu 


vardikliu, reikia iš pirmos trupmenos skaitiklio atimti antros 
trupmenos skaitiklį, o vardiklį palikti tą patį. Pavyzdžiui: 


x? " 4 |x!'-4 _(х-2)(х+2)_х+2 
3x-6 3х-6 3x-6 — 3(x-2) 3 ` 


b) Sudedant arba atimant trupmenas su skirtingais var- 
dikliais, reikia Jas subendravardiklinti, po to pritaikyti trupmenu 
su vienodais vardikliais sudėties arba atimties taisyklę. Pavyz- 
džiui: 
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а? 2 b2 b a? " b? b a*-b*-ab"+6? _ 


ab-b? ab-a? a b(a-b a(b-a а ab(a-b) 
.a(a -b') (a-b)a*b) а-5 
ab (a — b) b (a — b) bc 
. 4 . 4а с ас 
с) Jei b + Oir d z 0, tai Ru n 


Trupmena dauginant i$ trupmenos, reikia sudauginti ju skai- 
tiklius bei sudauginti ju vardiklius ir pirma sandauga ra&yti 
trupmenos skaitiklyje, o antra — vardiklyje. Pavyzdžiui: 

c?-4 EK M (c? – 4)c _с(с-2) (8+2) c+2 

c? 30-6 c?(3c-6) 3c?(c - 2) 3c ` 


d) Jei b 20, c z 0 ir d = 0, tai 


Trupmena dalijant 15 trupmenos, reikia pirma trupmena pa- 
dauginti iš trupmenos, atvirkštinės antrai. Pavyzdžiui: 


x*-8 1-2 x*-8 6  6(х-2)/(х2-2х-4) х? +2х+4 

d2x 6 12x x-2 19(х-0 9-2 

Bet kurį racionalųjį reiškinį galima išreikšti racionaliaja trup- 
mena. 

10. Laipsnis su sveikuoju rodikliu. 

Jei п — natūralusis skaičius, didesnis už 1, о a — bet kuris 
skaičius, tai 

q"'= qa ° ac... а. 

n kartu 
Jei n = lir а — bet kuris skaicius, tai 
а! = a. 


Jei п = 0 ir a — skaičius, nelygus nuliui, tai 


a? = 1. 
Jei п — sveikasis skaičius ir а — skaičius, nelygus nuliui, tai 
1 
a" = — 
a 
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11. Laipsnio su sveikuoju rodikliu savybés. 

а) ата" = а"", kai a z 0, m ir n — sveikieji skaičiai. 

Dauginant vienodu pagrindu laipsnius, laipsnio pagrindas 
lieka tas pats, o rodikliai sudedami. 

b) а": а" = а"", kai a + 0, m ir n — sveikieji skaičiai. 

Dalijant vienodu pagrindu laipsnius, pagrindas lieka tas 
pats, o 18 dalinio laipsnio rodiklio atimamas daliklio laipsnio 
rodiklis. 

c) (а")" = а"", kai a + 0, m ir n — sveikieji skaičiai. 

Keliant laipsnį laipsniu, laipsnio pagrindas lieka tas pats, o 
rodikliai sudauginami. 

d) (ab) = аЬ", kai a + 0 ir b z 0, n — sveikasis skaičius. 

Keliant sandaugą laipsniu, tuo laipsniu pakeliamas kiek- 
vienas dauginamasis ir rezultatai sudauginami. 


a a" 
e) Ө ит „kai a + 0 ir b + 0, n — sveikasis skaičius. 


Keliant trupmena laipsniu, tuo laipsniu pakeliamas skaitiklis 
bei vardiklis ir pirmas rezultatas rašomas skaitiklyje, o antras — 
vardiklyje. 


12. Kvadratine šaknimi i$ skaičiaus a vadinamas skaičius, 
kurio kvadratas lygus a. 

Aritmetine kvadratine šaknimi iš skaičiaus a vadinamas ne- 
neigiamas skaičius, kurio kvadratas lygus a. Aritmetinė kvad- 
ratinė šaknis iš skaičiaus а žymima taip: J a. Reiškinys, esantis 
po šaknies ženklu, vadinamas pošaknio reiškiniu. Reiškinys 
J a turi prasmę su visais a > 0, o neturi prasmės, kai a < 0. 

Aritmetinės kvadratinės šaknies savybės. 

а) Jei a > Oir b 2 0, tai 


Ta S Ө г 

Saknis i$ neneigiamu dauginamuju sandaugos lygi šaknu 18 
tu dauginamuju sandaugai. 

b) Jei a > 0 ir b > 0, tai 
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Saknis 18 trupmenos, kurios skaitiklis neneigiamas, o var- 
diklis teigiamas, lygi šaknies i$ skaitiklio ir šaknies 18 vardiklio 
dalmeniui. 


c) Su bet kuria a reikšme 


Ма - |a. 


LYGTYS 


13. Lygties su vienu kintamuoju šaknimi vadinama kinta- 
mojo reikšmė, su kuria lygtis virsta teisinga lygybe. Pavyzdžiui, 
skaičius 2 yra lygties x? - x = 4x? — 10 šaknis, nes lygybė 2? — 
—2 = 4. 2? — 10 teisinga. 

Išspręsti lygtį su vienu kintamuoju — reiškia rasti visas jos 
šaknis arba įrodyti, kad lygtis jų neturi. 

14. Lygtys, kurių kairiojoje ir dešiniojoje pusėje yra racio- 
nalieji reiškiniai, vadinamos racionaliosiomis. Jeigu racionaliosios 
lygties kairiojoje ir dešiniojoje pusėje yra sveikieji reiškiniai, tai 
lygtis vadinama sveikąja. Racionalioji lygtis, kurios kairiojoje ir 
dešiniojoje pusėje yra trupmeniniai reiškiniai, vadinama trup- 
menine. 

15. Lygtys su vienu kintamuoju, turinčios tas pačias šaknis, 
vadinamos ekvivalenčiosiomis. Pavyzdžiui, lygtys x? = 36 ir 
(x — 6)(х + 6) = 0 yra ekvivalenčios. Kiekviena jų turi po dvi 
šaknis: —6 ir 6. Lygtys, neturinčios šaknų, taip pat laikomos 
ekvivalenčiosiomis. . 


Lygčių savybės: 
perkėlus dėmenį iš vienos lygties pusės į kitą, kartu pa- 
keičiant jo ženklą, gaunama lygtis, ekvivalenti pradinei; 


abi lygties puses padauginus arba padalijus iš to paties skai- 
čiaus, nelygaus nuliui, gaunama lygtis, ekvivalenti pradinei. 

16. Tiesine lygtimi su vienu kintamuoju vadinama lygtis ax = 
=b, kurios x — kintamasis, a ir b — skaičiai. Skaičius a va- 
dinamas kintamojo koeficientu, skaičius b — laisvuoju nariu. 
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Kai a = 0, lygtis ах = b turi vienintelę šaknį 2. Pavyzdžiui, 
lygtis 5x = 3 turi šaknį 0,6. | 

Kai а = 0 ir b = 0, lygtis ax = b neturi šaknų. Pavyzdžiui, 
lygtis 0 - x = 9 neturi šaknų. 

Kai a = 01r b = 0, lygties ax = b šaknis yra bet kuris skaičius. 

17. Kvadratinė lygtimi vadinama lygtis ax? + bx + c = 0, 
kurios x — kintamasis, a, b ir c — skaičiai, be to, a + 0. Skaičius 
a vadinamas pirmuoju koeficientu, b — antruoju koeficientu, o 
c — laisvuoju nariu. 

Kvadratinė lygtis, kurios pirmasis koeficientas lygus viene- 
tui, vadinama redukuotąja kvadratine lygtimi. 

18. Jeigu kvadratinės lygties ax? + bx + с = O nors vienas 
koeficientas b arba c lygus nuliui, tai lygtis vadinama nepilnąja 
kvadratine lygtimi. 

Nepilnoji kvadratinė lygtis ах? + bx = 0 turi dvi šaknis: 0 ir 


33 Tokia lygtis paprastai sprendZiama skaidant jos kairiaja 
puse dauginamaisiais. Pavyzdžiui, 


3x? — 15x = 0, Зх (х — 5) = 0, x, = 0 ir x, = 5. 


Nepilnoji kvadratinë lygtis ax2 + c = 0 turi dvi šaknis: 4 =. 


ir 1 = , kai et >0, ir neturi šaknų, kai > <0. Tokios lygtys 
sprendžiamos pakeičiant jas lygtimis x? = m. Pavyzdžiui, 
0,5x? — 18 = 0, 0,5x? = 18, x? = 36, x, = -6, x, = 6. 


19. Reiškinys D = b? — 4ac vadinamas kvadratinės lygties 
ax? + bx + с = 0 diskriminantu. 

Kai D > 0, kvadratinė lygtis turi dvi šaknis; kai D = 0, ji turi 
vieną šaknį; kai D < 0, kvadratinė lygtis šaknų neturi. 

Kvadratinės lygties ax? + bx + c = 0, kai D > 0, šaknys 
apskaičiuojamos pagal formulę 


-b+ JD 


2а 
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Kvadratinës lygties ах? + 2Ёх + с = 0 šaknis galima ap- 
skaičiuoti pagal formule 


шыла 
а > 


D, = k? - ac. 


20. Vieto teorema: redukuotosios kvadratinės lygties šaknų 
suma lygi antrajam koeficientui su priešingu ženklu, о šaknų 
sandauga — laisvajam nariui. Kitaip tariant, jei x, ir x, yra 
lygties x? + px + g = 0 šaknys, tai x, + x, = -p ir x X, = 9. 

Jeigu x, ir x, yra kvadratinės lygties ax? + bx + c = 0 šaknys, 

Р Е b с 
tai 18 Vieto teoremos išplaukia, kad x, + x, = азат 

Teorema, atvirkštinë Vieto teoremai: jei skaiciu m ir n suma 
lygi -р, o sandauga lygi q, tai šie skaičiai yra lygties x? + px + 
+ q = 0 šaknys. 

21. Trupmeninės racionaliosios lygtys dažniausiai sprendžia- 
mos taip: 

1) randamas lygtyje esančių trupmenų bendrasis vardiklis; 

2) dauginant abi pradinės lygties puses iš bendrojo vardiklio, 
pradinė lygtis pakeičiama sveikąja lygtimi; 

3) sprendžiama gauta sveikoji lygtis; 

4) atmetamos šaknys, su kuriomis bendrasis vardiklis virsta 
nuliu. 

Pavyzdžiui, išspręskime lygtį 

2x 2 «а 

х-2 х2-9х 2-x 


Abi lygties puses padaugine i$ trupmenu bendro vardiklio, 
t. у. iš x(x — 2), gauname 2x? = 2 + x(x + 1). Sia lygtį pakeičiame 
kvadratine lygtimi x? – x — 2 = 0, kurios šaknys 2 ir -1. Kai 
x = 2, pradines lygties trupmenu bendras vardiklis lygus nuliui, 
todėl šią šaknį reikia atmesti. Kai x = -1, bendras vardiklis 
x(x — 2) nelygus nuliui..Vadinasi, skaičius -1 yra pradinės lyg- 
ties šaknis. 
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22. Lygties su dviem kintamaisiais sprendiniu vadinama kin- 
tamųjų reikšmių pora, paverčianti tą lygtį teisinga lygybe. Pa- 
vyzdžiui, skaičių x = —5, y = 3 pora yra lygties x? — 4y = 13 
sprendinys. Tą sprendinį galima užrašyti taip: (-5; 3). 

Tiesine lygtimi su dviem kintamaisiais vadinama lygtis ax + 
+by = c, kurios x ir y -— kintamieji, a, b ir c — skaičiai. 

Lygtys su dviem kintamaisiais, turinčios tuos pačius spren- 
dinius, vadinamos ekvivalenčiosiomis. Lygtys, neturinčios spren- 
dinių, taip pat laikomos ekvivalenčiosiomis. 

23. Kiekvieną lygties su dviem kintamaisiais sprendinį (x; y) 
galima pavaizduoti koordinačių plokštumos tašku, kurio koor- 
dinatės x ir y. Visi tokie taškai sudaro lygties grafiką. 

Tiesinės lygties su dviem kintamaisiais, kurios nors vienas 
kintamųjų koeficientas nelygus nuliui, grafikas yra tiesė. 

24. Lygčių su dviem kintamaisiais sistemos sprendiniu va- 
dinama kintamųjų reikšmių pora, paverčianti kiekvieną sistemos 
lygtį teisinga lygybe. Pavyzdžiui, skaičių x = 3, y = 8 pora yra 
sistemos 


3x- у = 1, 
х + 2y = 19. 
sprendinys. 


Išspręsti lygčių sistema — reiškia rasti visus jos sprendinius 
arba įrodyti, kad sistema jų neturi. 

Lygčių su dviem kintamaisiais sistemos, turinčios tuos pačius 
sprendinius, vadinamos ekvivalenčiosiomis. Lygčių sistemos, ne- 
turinčios sprendinių, taip pat laikomos ekvivalenčiosiomis. 

Lygčių su dviem kintamaisiais sistema sprendžiama tokiais 
būdais: keitimo, sudėties, grafiniu. 


NELYGYBĖS 


25. Skaičius a didesnis už skaičių b, kai skirtumas a — b yra 
teigiamas skaičius; rašoma a > b. Skaičius a mažesnis už b, kai 
skirtumas a — b yra neigiamas skaičius; rašoma a < b. 

Kat a didesnis 12.5 arba a lygus b, rašoma а > b. Kai а 
mažesnis už b arba a lygus b, rašoma a < b. 
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Nelygybés, sudarytos vartojant Zenkla > arba Zenkla <, va- 
dinamos griežtomis; nelygybės, sudarytos vartojant ženklą > arba 
ženklą <, vadinamos negriežtomis. 

26. Skaitinių nelygybių savybės. 

a) Jei a > b, tai b < а; jei a < b, tai b > a. 

b) Jeia < bir b<  e,tai a < с. 

c) Jei a < b ir c — bet kuris skaičius, tai 

a+c<b+c. 

Prie teisingos nelygybės abiejų pusių pridėjus tą patį skaičių, 
gaunama teisinga nelygybė. 

d) Jei a < bir c — teigiamas skaičius, tai 

ac < bc, 

jei a < b ir c — neigiamas skaičius, tai 

ac » bc. 

Teisingos nelygybės abi puses padauginus arba padalijus iš 
to paties teigiamo skaičiaus, gaunama teisinga nelygybė; 

teisingos nelygybės abi puses padauginus arba padalijus iš 
to paties neigiamo skaičiaus ir pakeitus nelygybės ženklą prie- 
šingu, gaunama teisinga nelygybė. 

27. Skaitinių nelygybių sudėtis ir atimtis. 

а) Jai a < bir c < d, tai 

a+c<b+d. 

Sudėjus panariui vienodo ženklo teisingas nelygybės, gau- 
nama teisinga nelygybė. 

b) Је a < bir c < d,o a, b, c ir d — teigiami skaičiai, tai 

ac < bd. 

Sudauginus panariui vienodo ženklo teisingas nelygybes, 
kurių kairiosios ir dešiniosios pusės yra teigiamos, gaunama 
teisinga nelygybė. 

Jei a ir b — teigiami skaičiai, a < b ir n — natūralusis 
skaičius, tai a" < b". 

28. Nelygybės su vienu kintamuoju sprendiniu vadinama 
kintamojo reikšmė, kuri ją paverčia teisinga skaitine nelygybe. 
Pavyzdžiui, skaičius 1,8 yra nelygybės 5x < 10 sprendinys. Šią 
nelygybę tenkina ir bet kuris kitas skaičius, mažesnis už 2. 

Išspręsti nelygybę su vienu kintamuoju — reiškia rasti visus 
jos sprendinius arba įrodyti, kad nelygybė jų neturi. 
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29. Nelygybës, turinčios tuos pačius sprendinius, vadinamos 
ekvivalenčiosiomis. Nelygybės, neturinčios sprendinių, irgi lai- 
komos ekvivalenčiosiomis. 

Nelygybės su vienu kintamuoju turi tokias savybes: 

iš vienos nelygybės pusės perkėlus dėmenį į kitą pusę su 
priešingu ženklu, gaunama nelygybė, ekvivalenti pradinei ne- 
lygybei; 

abi nelygybės puses padauginus arba padalijus iš to paties 
teigiamo skaičiaus, gaunama nelygybė, ekvivalenti pradinei ne- 
lygybei; 

abi nelygybės puses padauginus arba padalijus iš to paties 
neigiamo skaičiaus ir pakeitus nelygybės ženklą priešingu, gau- 
nama nelygybė, ekvivalenti pradinei nelygybei. 

30. Skaičių intervalą [a; b] sudaro visi skaičiai x, tenkinantys 
dvigubą nelygybę a < x < b. 

Skaičių intervalą (a; b) sudaro visi skaičiai x, tenkinantys 
dvigubą nelygybę a < x < b. 

Skaičių intervalą [a; b) sudaro visi skaičiai x, tenkinantys 
dvigubą nelygybę a < x < b. 

Skaičių intervalą (a; b] sudaro visi skaičiai x, tenkinantys 
dvigubą nelygybę a < x < b. 

Skaičių intervalą Га; +) arba (a; +оо) sudaro visi skaičiai х, 
tenkinantys atitinkamai nelygybes x 2 a arba x > a. 

Skaičių intervalą (-; b] arba (—; b) sudaro visi skaičiai x, 
tenkinantys atitinkamai nelygybes x < b arba x < b. 

Skaičių intervalą (—=; +) sudaro visi realieji skaičiai. 

31. Nelygybės ax > b ir ax < b, kurių a ir b — skaičiai, o x 
— kintamasis, vadinamos tiesinėmis nelygybėmis su vienu kin- 
tamuoju. 

32. Kai reikia rasti kelių nelygybių bendrus sprendinius, 
sakoma, kad reikia išspręsti nelygybių sistemą. 

Nelygybių su vienu kintamuoju sistemos sprendiniu vadi- 
nama kintamojo reikšmė, su kuria teisinga kiekviena sistemos 
nelygybė. 

Išspręsti nelygybių sistemą —-reiškia rasti visus jos spren- 
dinius arba įrodyti, kad sistema jų neturi. 
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FUNKCIJOS 


33. Funkcija vadinama dvieju kintamuju x ir y atitiktis, kai 
kiekvieną x reikšmę atitinka vienintelė y reikšmė. Kintamasis x 
vadinamas nepriklausomu kintamuoju, arba argumentu, o kin- 
tamasis y — priklausomu kintamuoju. Dar sakoma, kad y yra 
kintamojo x funkcija. 

Visos reikšmės, kurias įgyja nepriklausomas kintamasis, su- 
daro funkcijos apibrėžimo sritį. 

Funkcijos grafiku vadinama aibė plokštumos taškų, kurių 
abscisės lygios argumento reikšmėms, o ordinatės — atitinka- 
moms funkcijos reikšmėms. 


34. Tiesine funkcija vadinama funkcija, kurią galima išreikšti 
formule y = kx + b; čia x — nepriklausomas kintamasis, k ir b — 
skaičiai. Funkcijos apibrėžimo sritis yra visi realieji skaičiai. 

Tiesinės funkcijos grafikas yra tiesė. Skaičius A vadinamas 
tiesės, kuri yra funkcijos y = kx + b grafikas, krypties koeficientu. 

Jeigu k + 0, tai funkcijos y = kx + b grafikas kerta x ašį; jeigu 
k = 0, о b = 0, tai tiesė — funkcijos y = kx + b grafikas — 
lygiagreti su x ašimi; jeigu k = O ir b = 0, tai funkcijos grafikas 
sutampa su x ašimi. 

35. Dviejų tiesinių funkcijų grafikai susikerta, jei krypties 
koeficientai skirtingi, ir yra lygiagretūs, jei jų krypties koefi- 
cientai vienodi. 

36. Tiesinė funkcija, išreikšta formule y = kx, kai k z 0, 
vadinama tiesioginiu proporcingumu. 

Tiesioginio proporcingumo grafikas yra tiesė, einanti per ko- 
ordinačių pradžią. Kai k > 0, grafikas yra pirmame ir trečiame 
koordinatiniame ketvirtyje, kai 4 < 0, — antrame ir ketvirtame 
ketvirtyje. 


37. Atvirkštiniu proporcingumu vadinama funkcija, kurią 


k 
galima išreikšti formule y= йа x — nepriklausomas kin- 
tamasis, k — nelygus nuliui Кав, Funkcijos apibreZimo sritis 
yra visi realieji skaičiai, nelygūs nuliui. 
P 152 ? : 
Jeigu k > 0, funkcija у-- įgyja neigiamas reikšmes, kai 


x < 0, ir teigiamas reikšmes, kai x > 0. 
19. 
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Jeigu k < 0, funkcija y=7 igyja teigiamas reikšmes, kai 
x < 0, ir neigiamas reikšmes, kai x > 0. 

Atvirk&tinio proporcingumo grafikas уга hiperbolė. Kai k > 0, 
grafikas yra pirmame ir trečiame koordinatiniame ketvirtyje, kai 
k < 0, — antrame ir ketvirtame ketvirtyje. 

38. Funkcijos y = x? apibrėžimo sritis yra visi realieji skaičiai. 
Funkcija virsta nuliu, kai x = 0, o kai x = 0, ji įgyja teigiamas 
reikšmes. Funkcijos y = x2 grafikas yra parabolė. Sis grafikas 
eina per koordinačių pradžią ir yra pirmame bei antrame ko- 
ordinatiniame ketvirtyje. Jis yra simetriškas y ašies atžvilgiu. 

39. Funkcijos y = x? apibrėžimo sritis yra visi realieji skaičiai. 
Funkcija virsta nuliu, kai x = 0, įgyja neigiamas reikšmes, kai 
x < 0, ir teigiamas reikšmes, kai x > 0. Funkcijos y = xš grafikas 
eina per koordinačių pradžią ir yra pirmame bei trečiame ko- 
ordinatiniame ketvirtyje. Jis yra simetriškas koordinačių pradžios 
atžvilgiu. 

40. Funkcijos у= Jx apibrėžimo sritis yra neneigiami skai- 
čiai. Funkcija virsta nuliu, kai x = 0; kai x > 0, ji įgyja teigiamas 
reikšmes. Funkcijos у= {х grafikas уга pirmame koordinati- 
niame ketvirtyje. Jis уга parabolés šaka. 


REALIEJI SKAICIAI. APYTIKSLIS SKAICIAVIMAS 


41. Sveikieji ir trupmeniniai skaičiai sudaro racionaliuju skai- 
čių aibę. Bet kurį racionalųjį skaičių galima išreikšti trupmena 
- , kurios m — sveikasis skaičius, o n — natūralusis. 

Kiekvieną racionaluji skaičių galima išreikšti begaline de- 
šimtaine periodine trupmena. Ķiekviena begalinė dešimtainė pe- 
riodinė trupmena atitinka racionalujj skaičių. 

Teigiamos begalinės dešimtainės trupmenos, joms priešingi 
skaičiai ir nulis sudaro realiųjų skaičių aibę. 

Skaičius, kurį galima išreikšti begaline dešimtaine neperio- 
dine trupmena, vadinamas iracionaliuoju skaičiumi. 

Kiekvieną realuji skaičių atitinka koordinačių tiesės taškas, 
ir kiekvieną koordinačių tiesės tašką atitinka realusis skaičius. 
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42. Skaičiaus œ standartine išraiška vadinamas užrašas 
a - 10", kurio 1 € a < 10 ir n — sveikasis skaičius. Skaičius 
n vadinamas skaičiaus eile. Pavyzdžiui, 73 000 = 7,3. 104; 
0,00026 = 2,6 - 1073. 

43. Apytikslės reikšmės absoliučiąja paklaida vadinamas 
skaičiaus ir jo apytikslės reikšmės skirtumo modulis. Pavyzdžiui, 


1 
skaičiaus 3 apytikslės reikšmės 0,3 absoliučioji paklaida lygi 


Же БЫ ШЕ 
3 3 10 30 

Jei apytikslės reikšmės absoliučioji paklaida ne didesnė už 
skaičių A, tai ši apytikslė reikšmė vadinama apytiksle reikšme h 


- 0,3 


tikslumu. Pavyzdžiui, 1,41 уга skaičiaus /2 apytikslė reikšmė 
0,01 tikslumu. 

Jei skaičius x apytiksliai lygus skaičiui a tikslumu A, tai 
rašoma taip: x = а + A. Čia skaičiaus A paprastai imamas vienas 
arba du reikšminiai skaitmenys. Pavyzdžiui, J3 =1,73 +0,01. 


44. Apytikslės reikšmės santykine paklaida vadinamas apy- 
tikslės reikšmės absoliučiosios paklaidos modulio ir apytikslės | 
reikšmės santykis. 

Santykinė paklaida paprastai išreiškiama procentais. Pavyz- 
džiui, suapvalinus trupmeną 25,4 vieneto tikslumu, gaunama 
apytikslė reikšmė 25. Jos santykinė paklaida lygi 1,6%: 

|254-25 04 


— = 0,016 = 1,6%. 
25 25 


DALYKINE RODYKLE 


Argumeñtas 3 
Aritmëtinës progrésijos skirtu- 
mas 90 
Bikvadrátiné lygtis 68 
Fórmule 
aritmétinés progrėsijos 
n-tojo nário — 91 
aritmétinés progrésijos pir- 
müju n nariü sumós — 95, 
96 
geométrinés progrésijos 
n-tojo nário — 100 
geomėtrinės progrėsijos pir- 
müju n narių sumos — 105 
kósinusu skirtumo — 213 
kósinusu sumos — 213 
nykstamósios geométrinés 
progrėsijos sumós — 109 
rekurentinė — 88 
sinusų skirtumo — 213 
sinusu sumós — 213 
Fórmulés 
dvigubojo kampo — 207 
redükcijos — 194 
sudétiés — 202, 203 
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Fünkcija 3 
didėjančioji — 12 
kvadratinė — 27 
láipsniné su natūraliūoju ro- 
dikliū — 123 
líginé — 120 
mažėjančioji — 12 
nelygine — 121 
Fünkcijos 
— apibrėžimo sritis 4 
— grafikas 4 
— reikšmių sritis 4 
Geomėtrinės progrėsijos vardik- 
lis 100 
Grafinis lygčių sistėmos spren- 
dimo būdas 70 
Kampo kosinusas 167 
Kampo kotángentas 167 
Kampo sinusas 167 
Kampo tángentas 167 
Kvadratinio trinario diskrimi- 
nántas 19 
Kvadratinio trinario šaknis 18 
Kvadrátinis trinaris 18 


Láipsnis 
lygtiés su keliais kintamai- 
siais — 71 
lygtiés su vienu kintamüoju 
— 61 
— su trupmeniniü rodikliū 
142 


Nelygybe 
afitrojo láipsnio — su vienu 
kintamuoju 43 


Parabolės viršūnė 31 

Pósükio kampas 165 

Progrėsija 
aritmėtinė — 89 
geomėtrinė — 99 


` Radiánas 178 


бека 86 
Sveikėji lygtis 60 
Šaknis 
n-tojo laipsnio — 129 
n-tojo laipsnio aritmėtinė — 131 


ATSAKYMAI 


I SKYRIUS 


4.24 7. а) х --2 b x = -14; c) nera. 8. a) -2; b) 8; c) 13. 
9. а), b), e) x — bet kuris skaičius; с) x # 5; d) x Z-lirx £4; f) x > 5. 
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1 2 1 
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» 
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286 


2 3 4 
аа. |=-2 = (3х9) (25-3). 65. а) "ursus 
3 2 3x-1 3 
4-5 2y+1 1- . +6 
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b+3 y-3 p+2 x+5 
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а-2 


1 
111.4) 1-, 5; 1+ 45: b) -2; $a" 112. 10 ha. 113. 8 krovininiai automo- 
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тен cd Se 3 ¿aso |: mM: A bae ||| —=; —— |= (0; +). 

af ; БҮ ; + ) e) ( ISCE ) | ЭХ + o9) 
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9-437 9+ 37 x. 41 
-ю; —— — || —— +оо |, SN =; +o |; 
d) 22 22 121. а) C; -D о |*5 F 


1 
р) х= 2 122. a) (0: 4]; b) visi, išskyrus 3, skaičiai. 126. Ilgesnė už 7 cm, 
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d) (- ©; -6,3] L [-0,1; + =>). 133. a) (2; 5) 0 (12; + о); b) (- =; –7) U (-1; 
4); c) (— œ; -5) Ç (-1; 0) L (8; + œ). 134. a) (-48; 37) U (42; + оо); b) (- es; 
-0,7) 55 (2,8; 9,2). 135. a) (- œ; -9) 0 (2; 15); b) (-6; 0) L (5; + ©); с) (1; 


1 1 1 
4) u (8; 16). 136. b) É - с) (—12; 3); d) Е d 137. a) (- =; 18) Ü 
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-3)u Cue) d) (0; 3). 144.а) x z0irx z-6; b x24; oxz-1lir 


x +0. 145. у = 10х,0 <x <7, 0 <у< 70. 146. у = 1,5х, 0 <х < 4, 0 <у< 
< 6. 148. а) Su x = 2,4; b) su х = +/10; c) su x = € 3. 149. Grafikas x ašies 
nekerta, o y ašį kerta taške (0; 1). Grafikas yra I ir II koordinatiniame 
20t, kai 0 1-3, 
ketvirtyje. 150. Z = 460, kai 3 <£ < 5, 
—12 + 120, kai 5 <t < 10. 


154. y = x?, =x? +5, у=-%#-4,у=х,у=х+1‚ у= xt + x + 6. 


159. a) —6; 2; E с) — a = 


161. Su p = 
1 2 2 (m — 2) 
=-1—; - >. 165. а) 32, b) 12. 166. Su а = b = 20. 168. а) ———; 
2 3 m+4 
ШЕРІ iig a S LŽ ama as 1: 
n-3 ` Ll“ A шыр. ды тийн 3 
х+2 3x-1 
c) š i 171. а а = -028; b) a = 330 a = -2; 
x+1 x-1 
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—4). 245. a) (10; —7), (-3; 6); b) (-1; 0), (-2; -1); с) (-3; 5), (2; 10); 4) (2; 2), 
(1; 3. 246. а) (2; —1), (1; -2)5; b) (1,5; 1), (1; 1,5); с) -1; 0), (0; -1); 


d) (si: 32) 247. a) (10; -2), (-2; 10); b) (2; 1,2), (-1,2; -2); с) (3; -1); 
3 4 1 1 2 1 

d) (-1; —2), (-2; -.. 248. а) |-5; = | (;4;,|2-:--),|2-- 

) (-1; —2), € ) 18:31 уы [23 ) (22:2) 


с) (32; –18), (10; 4); d) (-1; 2), 18, š ; e) (8; 6), (-8; —6); f) (4; 0), 


(12; 16). 249. a) (-3; —1), (5,5; 0,7); b) (3; —5), (5,5; 5); с) (6; —9), (3; 4,5); 


10 5 
d) (1,5; —2,5), (2,5; —1,5); e) (Т 2) ЕТ 3 f c3; - v, (1%; 15) 
11 11 
a/3 3 3 48 
250. a) x, or a J = w TA 37 35 b) u, = = —3,5, u, = 2,5; 
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1 1 
u, = 3,5, v, = —2,5. 251. a) x, = —5, y,2 4; х = E Уз ir p,=6, із 
9 
22;p,--5,t,- E . 252. а) (-14; —13), (12; 13); b) (-2; -13), (4; -7). 253. 


(—2; 0), (4; 6). 254. a) (0; —4), (4; 0); b) (1; 2), S až) 255. a) (—3; —2); 


(3; 1); b) (3; -5), (5; -8). 256. a) x= 2, =}; m $E you 
b) u, =—, v, = 3; u,2-3, о, = 3,5. 257. a) 45; 10), (2; —3); b) (12; —6), 


1 2 1 2 7 
" 7 Lgs Sakė dE. AŽ s 2—; 1— I 5 
(2: 4), o[ т, 2} (2, 3 d) (сі; 4) (6; 2). 258. ә( 8 3 (6; 


4); b) C2; 0); (1,8; 11,4). 259. (3; –1). 261. а) (—[6; (6), (V 6; - J 6); 
b) (—5; —4), (5; 4). 262. a) (-4; —1), (-4; 1), (4; —1), (4; 1); b) (-7; —9), (8; 6). 
263. a) (-3; —3), (3; 3); b) (-6; -5), (6; 5). 264. а) (0; 6); b) (4; 0). 


1 1 2 1 
266. а) |3--; ғо) Ь)|-о; — |. 267. а) (-14; 12); b) | ——; — |; с) (= о; 
13 2 5 3 


-14) u (1,5; + œ); d) (-25; 1,2). 268. 5 іг 7. 269. 3 ir -4 arba 4 ir -3. 270. 
6 ir 8 cm. 271. 24 cm іг 10 cm. 272. 60 m ir 40 m. 273. 210 cm?. 
214. 4,8 km/h ir 3,6 km/h. 275. 0,16 m/s ir 0,12 m/s. 276. 6 cm ir 5 cm. 
277. 8 cm ir 6 cm. 278. 5 cm ir 12 cm. 279. 10h, 6h. 280. 60h, 84h. 
281. 8 h, 12 h. 282. 1 kg, 1,2 kg. 283. 4 km/h, 5 km/h. 284. 4 km/h, 5 km/h. 
285. 60 km/h, 40 km/h. 286. a) (-1,5; 0,5); b) (1,2; -1,6), (-0,7; 4,1). 
287. а) (1; 1), (4; Т); b) (1,5; 4); с) (6; 8), (8; 6). 288. a) (0; 6); b) (— e 


-81 910; + =); с) І-2; 2]; d) (-; - J 69) J 6; +=). 289. а) 0; –1; 1; 
b) 0; 2; 2; с) 0; -8; 8; d) 0; -2,/5; 2,/5. 290. а)0;-5; 5; b) 0; -/ 6; J 6. 


` 1 1 
291. a) 1; 2; b) -1, "2! 1; с) -2; 0,8; 5; d) -1, 653 6. 292. 0; -1; 1. 


295.2)-3-4 6; -3-/6; -3-/17; -3+ | 175; b)-2;4; 1- Í 5; 1+ Í 5; 


“с) nėra šaknų; d) -4; 0; e) -1-\/2; -1+4 2; f) -4; Б; g) —4,5; 1; 
-7+4 65 -7-y 65 š 
— I, ——————. 296. а) 1; b) 1; 8. 299. a) Su c > 36; b) su —20 < 


4 
<c < 20. 300. а) Su 0 < k < 42,25; b) su k = 4225 ir su k < 0. 
305. a) Su т=-\ 10 irsu т - 10; b) su -J 10 «m «y 10. 306. a) (5; 


-2), b 1) b) (0; -1), (3; 5); с) (6; -1), (3; 5); d) (6; 2), (11; 7); e) (4; 1); 
3 
f C 155 2) (-5; —3). 307. a) (4; 0), (0; -4); b) (2; 3), (-2; -1); с) (0; -5), 
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. 1 : 
(5,5; 6); d) (5: -4), C i5) 308. a) (-6; 2), (6; —2); -2; 6), (2; -6); 


1 
b) (-10; -8), (-10; 8), (10; —8), (10; 8). 309. а) (0; —5), (1; —4); b) (s 1) 


1 1 1 
ЕС = J 310. а) (-3; —4); b) neturi sprendinių. 311. a) (5 -3) (1; 1); 


b (7/2; JVD, c2; J2) 042; - 2), с7/2; – | 2); o G; 4), (8; 


-4), (0; 5); d) (J 51; -1), y 51; -1). 312. а) (1,5; -2), (10; 15); b) (70; 
—28), (4; 5); с) (6; 8), (8; 6). 315. a) (—4; —3), (—4; 2), (3; -3), (3; 2); 


b) (3-3/2; 3+3/2), (3«3/2; 3-3/2); (2; 4), (4; 2; с) (2; 3), (3; 2); 


2 
d) (-3; —2), (-1; -4), (4; 5), (6; 3). 316. a = -2, b = 2 arba a кш, 5-6. 
317. 18 ir 12. 318. 60 ir 20 arba 25 ir 37,5. 319. 10 ir 0 arba 26 ir 24. 


2 6 5 
320. 36. 321. 3 arba 19 322. 2” 323. 9 cm, 12 cm. 324. 6 h. 325. 12 h, 


8h. 326. 40 km/h, 50 km/h. 327. 40 km/h, 50 km/h. 328. 6 km/h, 4 km/h. 


III SKYRIUS 
335. а) 20; b) 90; с) 2450. 339. x = 3, y = 6. 340. a) 54 5; b) +} 45 : 


8 4 1 
341. =. 5 22; 35-5. ? a 6 ; d) 27. 
a) + с) a?b?, d) 3a?b 342 а) 0 b) 243” әз ) 
346. a) 4; b) 3. 349. 28 m. 350. 60 km/h. 351. 7,5 cm; 15 cm. 352. a) 12; 


b) 100. 353. a) 3; b) -3,5. 354. а) 1,5; b) 0,8. 357. а) c, = 21, d = 

b) c, = 38, d = -2. 358. x, = -100, d = 6,2. 359. a) Taip; b) пе. 360. а) Ne; 
b) taip. 361. а) Pirmieji trisdešimt narių; b) visi nariai, pradedant nuo 
trisdešimt pirmojo. 362. Pirmieji trylika narių yra neigiami, a,, — pirmasis 
‚ teigiamas narys, a,, = 0,5. 365. (2; —4), (-0,5; 3,5). 366. a) 0; -8; 4; b) 10. 


1 А 
368. а) 5; b) 10 000; с) зз! d) 3. 371. a) 63; b) 86,4. 372. b) S., = 2700, 


S. = 10 400, S, = (n + 4)n. 373. 670. 374. a) n(n + 1); b) n?. 375. a) 11 325; 
b) 7070; с) 11 400; d) 1197. 376. 1192. 377. 275. 378. 55. 379. 199,5. 
380. 122,5 m. 381. a) 63,7 m; b) 240,1 m. 382. 15 eiliu; 465 rutulius. 


2 2 
383. a, = 0,8, d = 12. 384. a) Ne; b) taip. 385. a) (5 ) i - ) 
2 10 
Ë 2: L 4) b) (2; 5), (2; -5), (-2: 5), (-2; -5). 389. a) —; b) E 
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сп”; 394. a) —; b) —. 
81 125 


1 4 3. 
c) 32; d) —. 390. а) —; b) КЕЗ 393. 
25 97 Б 1024 


1 1 
395. a) 3 arba —3; b) 0,6 arba —0,6. 396. а) 1000; b) 3 arba EC 


1 1 1 
397. а) — arba -—; b) -162; c) -0,001 arba 0,001. 399. x, = 1, х; ==. 

25 25 2 
400. 96. 401. 874 Lt 18 ct. 404. 1885. 406. x = 5,5, y = -0,5. 407. a) (- =; 


-21 L [8,5; +=); b) (Ce; 0) L (2,5; +). 409. b) TS c) —63. 


410. a) —39 364; b) 171. 413. a) 205,9; b) 25 = 414. a) 147; b) 274,5. 
415. -364. 416. 2186. 419. a) (~œ; 0] U [L5; +»); b) (-ө + ee). 
420.) 1,6; 0) 150) Ž=; е) —— 0L —. 421.3) 11; y -L; 
UU T. Pk4S 48-1 — 45-1 gU. 


cm“. 424. 32x cm". 425. a) з; b) —; 


4 . 1007 
c) ы, d) 2. 423. 207 cm ir 


9 
ыг Hn" "as “е-е 11771520. 


9 
429. а) m > 2; b) m«-lic. 438. a) a, = -34, a, = 265, a, = A; 
b) a, = —10,5, a, = —6,5, a, = —2,5, a, = —0,5. 438. a) 20 -2/ 3; b) 4/ 3-1. 


1 1 
439. a) 15; b) 15. 440. a) Yra; b) yra. 441. a) T 0-5" 444. а) —0,1; 
5 
b) 0. 445. а) ur" b) 55/3. 446. а) 5000; Ь) -780. 448. а) а, = 6,8, 
1 
S, 2552; b) n = 20, a, = 60; с) а иг, п = 100 arba a, = 0, n = 101; 


1 1 . 
d) d --І, п = 30. 449. A шаг: 453. а) 11; b) 3. 454. -75. 


n-n? n2 4n 


455. а)х ? ; b) x ? . 456. a) 46,2; b) —45,5. 457. 1600. 458. a) 840; 


1 
b) —51,6. 460. Taip, x, = 1. 461. a) Taip; b) ne; c) ne; d) ne. 467. a) 18” 


1 i 1 
b) 12/ 6. 472. a) 27 ir 55 Ә2іг4о6іг-22; d) 2/3 ir5. 473.q -5, 
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1 
x, = 3. 474. 176. 477. а) 2; b) 2(2 — J 3). 478. a) 1,5; b) 117. 479. 6 arba 12. 


7 
480. a) 20 xD 481. а) 2л R (2 + J 2); b) 22 R2; c) 8 R Q + J 2); 
a? 2 
d) 4R?. 482. a) ба; b) D Tm d) E l 
TV SKYRIUS 
| 3x-5 
490. а) Зар; b) 9xy?. 492. (2; —5); b) (0,4; 0,6) 493. a) ; 
3x —15 
b) 2— -. 502. а) 0,19; b) 11881; c) —45435. 514 үз 
) тула 502. а) 019; b) 11881; c) ‚35. . 1093 + 364, 3. 
Deor аш, 1,5 h 21.b 
516. а) з 5 b) з= дүй” 520. e) 1,5; 0 1,5; g) -0,3; b) 0,5. 521. b) 11; 


2 
g) ыл, h) 1,5. 530. е) 0; f) 10; g) 9; h) 4. 532. е) 0; f) —6. 533. с) 12; | 
d) -64; g) -5; h) 4. 534. c) 48; d) —54; g) 2; h) -3. 536. g) Neturi šaknų; 
h) -$j 11; $/ 11; i) 0; k) -2; 1) -1; 1; m) neturi šaknų. 537. d) -2; 2; e) 8 2; 


24-12 | 
p -5/17; (17. 538. e) -3; f) —2,5; 2,5. 540. a) 1; b) -2. 541. T, 
a 
548. 5) 35: 05: did LE, 548: ) 62: D—— вакы 
‚е x; 3’ 8 P2 —1,9. .е 4” 169 “а 3 8” 


с) 15, 4) TA 545. а) 6; b) 6; с) 5; d) 4. 546. а) 15; b) 6; с) 6. 
547. с) 14; d) 100; е) 3; f) 2. 548. а) 3; Ы) 0,5; с) 2; 4) 5. 


551. d) 2c? 4/3; е) вс? s/2c; D 3647 267; 552. b) 3/375; с) а; 4) 4| 5а“; 
с) -d255; p W 302. 558. а)24/с; b) 33/ y; с) 5x 2x; d) -a3| 5a?. 


2 (o. 2 
554. b) 3/ 40; с) 4/9; d) 3/ 2a?. "TTD d) X^. d) 
Б а б. "ets 
a 4 5 a . 4 7 
e) Ta’ f) “Б? g) Je h) Жа” 556. b) af 4; c) 427; d) 37: 
e) 34/6. 557. с) 43/3; d) 33] 25; E Š 4[ 343; f 4/8. 558. e) 3| m5; 
08 р: 8) 3/49; h) 4/2; i) 3| a?. 559. с) Jat; d) 8 т; е) 164 2; 
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3a+b 3 
= ; b) 1. 567. а) E 


a ғы 
һ)9/73-11/%; с) 6/3; 4 25/162. 568. а)-/6; /6; D) 4; o) $/2. 
570. с) 3 2а, 2а, аў х! хүу?, -ү87:4 а-ә), 45-14, 

2 š 1 1 
34 a+b), 41 a? за 2. 572. g) a3; h) х *; i) (48899: k) (а? b. 


5 1 
574. a) Т; b) 10; с) 0,5; d) 0,5; e) 243; f) x. g) 625; h) T 


f) 3/ 4. 564. a) 66; b) 20. 565. a) 2; b) 3. 566. a) 


575. e) 0,064; f) 152; g) 100; h) 0,0016. 578. b) y >l e) c 2 5. 


1 1 1 2 1 
581. c) 52 >53; d) 73 279, 582. a) x2; b) x2; с) xo; d) x. 583. a) 32; b) 9 


1 
c) 0,28; d) 2700 584. 6,4 dm. 585. 3,6 cm. 589. a) a; b) x??; c) а%; d) 1. 
1 


= 1 
590. d) a; e) 1; f) m°2; g) x; h) y3. 591. b) 4; c) 9; d) 2. 592. a) 4; b) 38” 


1 1 1 1 2 
; f) —. 593. a) 12; b) —; i ; e) — f) т 
c) 2; d) 25; e) 0,5; f) 3 3. a) 12; b) 12 c) 30 d) 6; e) 2 f) 3 


> 


су 
1 2 
с) 0,10; d; 9,01 о. 602. a) a = V3; b) S=V3; c) P=6V 


594. a) 6; b) 20; c) =i d) 1,2. 596. b) EN с) a; d) 9. 601. а) 100; b) 1000; | 


3 


2 
3. 603. a) x = y?; 


1 -2 25 y 23 1 

Ы) х=у*; c) x=y 3; 4) x=y 3; е) :-(2) ; f) х= (6у) 2. 604. а) х6. 
n Ld 5 1 1 1 

b) ам: c) y 21; d) b5; e) уб; f) x^. 606. a) 64; b) 23/2; с) 819 
ЁЛ "S Pe T 

f 5. 607. а) 1,69; b) 5,24; с) 6,35. 608. a) 11? ; b) ' 04) 

609. Per 12 h ir 8 h. 610. Per 24 dienas ir 12 dienų. 612. a) a?; b) b?5; c) —; 

1 

2 1 

d) cd?. 613. a) =; b) 50. 616. a) 1 + c; b) -21/ bc; с) 43/ ab; d) x? + xš; 

4 2 1 1 

e) y? +9y5; f) x — 1. 617. a) x + y; b) 24 mn; с) а? + 25a; d) a? - b?. 
1 1 1 2 1 1 1 1 

.618. a) x? (x? —2); b) y? (y? +3); c) a* (a* —5); d) aŠ (aê +1); 
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1 2 1 1 1 1 1 
e) ы (b? — 2); f) c3 (c + 6); g) aš (b3 — c3); h) 22.(32-1). 
1 2 1 2 
621. c) (а!5 — 2) (а!5 + 9); d) (х5-у5)(х5 +y5), e) (2 — a9%5) (2 + а%); 


t + i X 1 1 2 
f) (m? +n?) (m? -n?). 622. с) (m? —2)(m+2m? +4); d) (aë +3)x 


4 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 11 2 
X (a5 —3a5 +9); e) (x? —53) (x? +x3 -53 +53); f) (43 +y?) (4? -43 y? +y). 


1 1 р? ЕМ i š š 


1 i 
624. (x6)? + (у6) = (х6 4 y98) (х3 – х6 y3). 625. c) (a ? 


)? - 


1 1 1 2 Tor 4 1-24 
- (b 9)3 = (a? —b9)(a9 "m m 626. a) p b) ; 


1 ' 1 EK 
x? 41 x*-1 Ё c? +d? t 1 


; d) . 627. a) 315 + 3; bj soe e) 1 
102-1  c?-g? 


1 
2 


г; b) a + b. 630. a) 21” 
a? + b? diia 
1 1 


2 
b) 0; c) 4. E . 631. a) (- =; -2); b) [-5; -3]. 632. 120 km. 633. 20 km. 
q?-p 
634. а) 12; b) 4. 636. d) Lyginė; e) nelyginė; f) nei lyginė, nei nelyginė. 
637. a) Gali; b) ne; c) gali; d) ne. 647. a) Taip; k = 0; b) taip; b = 0. 
1 

648. Taip; b = 0. 657. с) 3; d) 3,5; e) -0,5; f) 32 659. d) ба а < 2 ir su 
a > 5; f) su 2 < b < 4. 661. a) -1; 1; b) 42; 82; -$ 7; d 7; c) -2; -3/3; 


d) 12: 1/3. 662. а) 125; (125; + =); (- е; 125); b) 16; (16; + ); (0, 16). 


670. о 52; d) 135. 672. а) {[ 5а; )2%/х; о) 4 3ь; d) 5 2с. 
673. с) s[ 3 -3f 3 > 0; TEREN 676. d) 3/9 +3/3 +1; 


e) 3/25 -3/10 + 3/ 4. 677. а) 0; 64; b) 0,000001; c) neturi šaknų; d) ЭТ 
е) 16; 81; f) 6561. 680. а) 18; b) 2-\[2; 2-4 2; c) neturi šaknų; d) 1; 
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-sanS — жа. 


1 
е) 5; f) neturi šaknų. 682. a) x9; b) ағ; c) m^; d) с-%5; е) 


2ab?' 2x 
1 1 
684. а) 125; b) 2. 686. a) xy = 1; b) x = y; с) x? = y’. 687. a) „3 ps. b) x. 


3 
691. а) «х= уу) (+ x «d у); b) ЕГЕН а+ PENES: c) (x* +2); 


EN 1 1 E: 2 4 
26 | ; е) (x? — 2) (x? +4); f) (2x * —1)(3х * - 1). 693. a) 9' b) 1; 


1 1 1 
с) 587 4) 8: 35 694. а) u + v = uv; b) u*« v* = 4. 695. а) m? n^; 


1 
b) —. 


14x? 


V SKYRIUS 


105. a) 2,5; b) 1,5; с) 0; d) 8, 3: е) 6; f) 3/3. 706. a) 1; b) J 2 - 24/3; 
d)/3. 713. a) 2; b) 0; с) 1 715. а) 1; b J2; с) 1; d) -1. 


КЕКСЕ 84-13 ТЕГЕ 
EU 3 ` 


1 
b—; 0-і. 717. а) ——ə; 
2 2 


718. a — b. 720. a) 3; b) 10. 734. —0,06. 747. a) 3; ыг EMS J3; 


3/2 ,3 


1 df 3 
d) 542. 748. a) 12: b) zi 0 9-4) g 749. 31550927; 


8 4 
43 2 


1 4 
d) E "751. a) xS )—; co--. "753. a) s NU BU) b) 2(3 - x). 


2 
754. а) (- =; 0) ir (0,6; +); b) E J 755. а) sin? о; b) -cos? o; 
c) 2cos? о; d) cos? о; e) cos? a; f) -sin? a. 756. a) 0; b) sin? о. 757. а) sin? a; 
1 


› ; š 
cos? o sin? o 


b) -віп? о; c) -сов? о; d) 1; e) —ctg2 о; f) tg? a. 758. a) 


1 
759. a) cos а; b) sin о; с) cos о; 4) 0; e) t ун, f) -сір? о. 760. а) 0,8; 


b) M2. шаг "n 761. a) 0,8; ь 115, КЕЗ d) + 


3 , 15 5 * 9% 4 > 10 М 
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110 J2 


9 1 4 
764. a) - —; b) -——. 765.a) -1—; b) ——. 766. a) cos - —, tga = 
a) 40 ) T a) 3 ) a) 5 g 


e [o 


tg o. i b) sina РРР dg )sina : 
с =1—; sina = —, -1-, ш--; 5п а= =, cosa = 
3 p^ "bs ME T e 2 


43 2, 29 5, 29 2 

ш----, ctg 0-4 8, d) 5п==———— ,‚ 0080----, 180---, 

2 Е үз ! 29 29 5 5 

9 4 9 : Б 3 

767. a)cosB=-—, tgB - -4—, ctgB- -—; b)sinB---,tgB--—, 

a) cos B "a gp 5 tg p " ) 5 4 

1 /2 /2 J10 

ctgB=-1—; c) sinB =——., cosp- -—, = 1; d) sinp- ——, 

gp 5 В 7 В 2% В В 35 
E 


cos В = 
b) sin 4 = кй, cos & = 0,43, сір о = —0,48; c) sin а = -0,97, tg а = 4,2, 


, tgB- —. 768. a) cos а = -0,78, tg о = -0,79, сір a = -1,3; 


15 
сір a = 0,24; d) sin а = 0,41, cos а = 0,91, tg о = 0,45. 769. a) cos б “177 


8 7 8 7. 
were ctg а= 1— arba — A tga--—-, сра--1-; 
15 17 15 8 


8 
1 3 | 1 
b) sina -—, — d сіва = -À 3 arba Smo---—, 
2 3 2 
4 3 
tg a = rx ctg a = 4 8. 771. a) b; b) —b. 772. (0: 0), (8: 80). 
l. 
773. a) —tg? о; b) ctg? о; с) cos? о; d) - sina. 774. а) ——; b) - —5—; 
2 in B сов 0 
1 1 А 1 2 
с) сіру; z >) e) -sin? B; f) -sin? a. 775. a) + by-—5 
а сов а біп а 


c) sin? B; d) ір В. 778. а) 0; b) —1; c) —cos? о; d) : + 779. a) -2 cos о; 


05 Q 


Ы) cos x; c) —cos2 B; d) -tg x. 780. а) Ь) 


, 
cos x cos 0. 


; c) sin? ç; d) 1. 


781. a) 2; b) 1; с) 4; d) 4. 782. -0,18. 783. 3,29. 788. a) 0,51; b) 0,2. 
789. —16. 791. 15 dm ir 20 dm. 792. 16 cm іг 63 cm. 796. a) -sin 0,2л; 


2n x 
b) cte; c) —cos 0,17; d) €. 797. a) -ір 43°; b) —sin 2°; c) -sin 40°; 


d) sin 10°. 799. a) RE ;b)- 43 ү? 


1 
x ; 0-43; d) -2; e -1; p -У-. 800. 
23 с) 3; d) 2 e) -1; f) 2 
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y2. e) ED "RE 


1 1 
а) ==; b)-—; 0)-1: d)- g 801. a) -cos w; 


2 2 '9 > 2 , 
b) —cos o; с) сір о; d) ctg о. 802. a) cos о; b) -sin о; c) tg o. 806. а) 0; 
b) 2 cos а. 807. а) ctg о; b) -сов о; с) сір о; d) -сов о. 808. а) 1; b) 1. 


16-18 
20 


809. a) 1; b) 1. 814. 60 km/h іг 90 km/h. 815. 70 km/h. 819. а) 


p TENE aao. o EHZ py 18-43 
4 4 4 


. 820. a) . 822. a) sin o; b) —соз o; 


3 
с) cosa; d) —sin о. 823. a) sino sinB; b) sinB созо; с) > e 


ҮР 


1 7, 
d) E rs 826. а) cos B; b) sin 2y. 827. a) 0; b) 2: с) 1; d) 2 


42 


828. a) EX b) 0. 829. a) sin 20; b) 0. 831. a) 2 sin B cos о; b) -sin а. 


36 84 
833. a) 1; b) tg (a + f). 834. a) 1; b) ctg (a + B). 835. a) =i b) 85! c) 85 


36 77 13 16 


84 
. 7. тер b) =a ==; =: 39.-—— 
836. 1 83 a) 85 ) 85 c) 85 d) 85 839. 657 


40. EL E 841. 25. 842. а) 2- /3; b) 2« (3. 844, a) 1; Dž 


1 
848. a) [-8; -1]; b) (-e; 0] ir [one] 849. Per 45 h ir 36 h. 


850. a) 2 cosa; b) ctga; с) sinB; d) сов?о; e) sin2B; f -sin a. 
ne 


120 
851. b) 2 sin 50°; d) cos 18°. 853. a) ---; b) 169 c) Anl 854. a) 0,96; 


3 
b) 0,28; c) з=. 855. 0,96 ir – 0,28. 856. a) 0,96; b) -0,28; с) ыг 


"TU. "m m OPER 
.Sina-——; созо ---; =—. » Буг 
1681 1681” 8971519 8) AA аы 
3 
с) cos 20: d) 2. 861. a) 1; b) 2 tg B. 862. c) EI f Bm 863. c) ав 


3 
864. a) —0,5; b) ED c) Sri 865. d) si о; e) -2sin- ; f) —2 tg a. 
868. a) —sin 20; b) 1; с) 0,5; d) 4 sin В. A а) sin о; b) i 205 c) tg 205 


[i 
d) 4 сов о. 870. с) cos о; d) tg о; e) sin 20; f) ctg? 27 g) tg o; h) cos? a 
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871. a) tg B; b) sin B; c) sin Әр; d) 2 cos 2B; e) sin B; f) 23 873. а) сір? Ф; 


E 
sin о sin B` 
877. a) (~œ; 1] ir [4; +=) 878. Per 66 h ir 55 h. 880. h) /3 sin a. 


b) (5-0) 874. a) Yra; b) néra. 876. a) соз о соз B; b) 


„T 5n 
881. d) 2 sinz cos m=; e) LE ) f) -J 2 sino. 882. d) -/2 sin 5°. 


ii 42 
883. a) 2 sin 25? cos 47% b) 4/2 cos 9?. 885. d) 2; e) noS ӛт 
cos — 2 cos? — 
5 8 
886. a) sin (x + y) sin (x — y); b) -sin (x + y) sin (x — y). 


887. a) 2sin F zy cos E а. sb) ze (5-532) e (1-82) 
4 2 4 2 4 2 4 2 

890. а) 2sin Ž -Z |. соз A cl ызы, Js (5-5) 
2 8 2 8 12 2 12 2 

c) «ев ES (2-2) d) -4 sin iis i (5-4) 
6 2 6 2 12 2 12 2 


5 
893. a) -1; b) aJ. 894. а) 4 sin cos x 087; b) —4 cos 5y sin 2y sin y. 


5x x 
895. 4 ж cos x ers 899. a) 1; b) -1. 900. a) y = -4,5x; 


b) y = 1,6x + 4. 901. a) 1; b) -1. 902. а) 0; b) 0; с) 2. 904. a) /6 + / 3; 


E4351 
b) 3. 905. а) Е due c) 1. 912. а) —4; b) 1. 913. a) 0; b) -1; 
i B т n тл 
c) 1; d) -1; e) ; fl. 915.— ir —. 916. —, —, — 917. a) 1; 
2 6'3'2 
1: Б//3-2 
b) i2 c) яаг. d) 1. 919. Taip. 920. Taip. 921. a) -ctg? о; b) cos? а 


2 
2. š у; : --- arba - $ 
c) tg? y; d) 1. 923. a) tg о; b) 2 tg? о; с) 1; d) 1. 927. а) p GR 


2 ж” 
b) 4 arba —4. 928. а) cost о; b) sint о. 929. 2. 930. 1 931. a) а 


a (3 - a?) 1-43 


b) = 932. a) m? — 2; b) m(m? — 3). 933. 3 arba -3. 935. a) = 
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1 4 2 8 
b) 0. 937. -0,7. 938. —k; ——- 939. =. 942. а) 15; b) -0,6; с) /3; d) > 
943. a) 150°; b) 210°; с) 135°; d) 330°. 945. a) 4; b) 4. 947. a) 0; b) 0. 


1 
949. a) z b) cos B; c) -віп 20; d) -sin о. 950. а) 0,98; b) 0,43 – 0,24 NET 


1 
с) 0,64. 951. а) 1,5; b) sin а- sin B; с) 1,5; d) cos а + sin f. 952. эке 


akt. aoo ši a йиш E domm 
T а) ті? "C . a) ctga; b) ctga; c) 1 + cos o; 


1 
d) 1 сова. 962. а) -0,6; b) -0,8; c) 0,75; d) 1. 963. 7-4/3. 


965. a) 4 sina cos?a — 4 аша cosa; b) 8 cost о — 8 cos? р + 1. 


Ja 


3 5 ; 7 

966. a) Уз. b) -0,5; с) =; d) —. 967. а? + Ы? = 2. '969. —. 
2 8 8 8 

971. a) tg 20: b) cos 20; c) sin 20; d) 2 tg? о; е) cos 20; f) ctga. 


972. a)tg шэн b) -cg +, с) ctg (4-5) 973. а) 4 cos 2a х 


п За п За А а т (а т 
xcos | —+— | cos | —— — | b) 4sin2acos| —+— | cos | ——— |. 
6 2 6 2 2 6 2 6 


974. a) 4sin 25? cos 33? cos 27°; b) 4 sin 20? cos 12° cos 8°. 976. а) сїр о; 
b) —/З tga. 981. а) сір 2 о; b) -с Зо. 


VII—X KLASES KURSO KARTOJIMO PRATIMAI 


1 1 5 7 1 
984. а) 3—; b)-4-; 18-: %2-: 0,2; f) —. 985. 6,2; 
84. a) 2 ) 3 с) 7 ) 20 е) f) 3 a) 1 


1 5 5 
b) -147,6. 986. а) 1,4; b) 1,36; c) 109 4) ^ 987. a) -10; b) 6: с) -34; 
9 ' 
d) -0,625. 991. е) 1,5-10% f) 5,0. 992. a) 10, 2; b) ru 2; c)3; d) 14. 
10 5 5 
993. a) —2; b) 1. 994. a) ыг b) = 995. a) —72; b) 16` 996. 18. 


5 : 3 4 1 
997. А, 999. ипе» ашиг ctg о = “t: 1001. a) 2; b) 15,1; 
с) -2; d) -1,5. 1005. a) (x — 7) (x + 6); b) (y + 3) (у + 6); с) (9x + 1); 
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d) (4b — 35; e) (3x + 1) (2x —1); D (За + 2) (a — 5). 1006. в) ——; 
а 


+6' 

TE цэнээ КҮЛЕ 5 — 1 

2х+1' +2 ы üey “ағ” "uas arg 
1008 „2 827. b) mol ; 2-3, 4 == 

des a , 2xy- 4y2 9 2p ' 2, 

х- y +4y2 b -2m 

1009. a) b) -——— с) —; d) 65c - 65. 1010. а ; 

2 4а m —2 

b) a?-3a49. 2 1 : Танай 52; a? -3a-12. 

d'-5a46' " x2 іп аа а 8) а? +3a+2 

Ы L 1011. а)2 жуу b) 0 d aa b) -3yJ 2 

; s : = — g>? 1 Я - : 

) a)2 xy’; ) yi c) m ) 100597 012. b) -3yJ 2; 


c) aš 5a; е) -3c 4 22, в) а? 8 з. 1013. Ы)-/5у , о) 8 2af; 
f -$7m*. 1014. а) 2/ 2x; b) /2а-2; )4|ху, d) zJ zJ y. 


1 . ху +y Je 
1015. с) Ja-1; Ua |? WX pod 
А 1 
3 5 J аЬ 4] c +4 24 x-34 y 3 
1016. a) ЦЭ mA. o s. d) L Ela. Fa 1017. a) >. 
7 ab c-1 4х-9у 5” 
1 1 1 11 
3-9 3 2 2,2 Ь 
pe оқ; 4) 2-77 T7. 1918. a) 16; b) -30. 
5 „3 al à 
E š 2 242 ЫГ 
1019. а) 24853: b)2a?; 0-12-  d)P——^. 1020.а)5---, 
m? -2 р? +1 c? +1 
1 
3 +1 44 3 +3 1-6 2 
b) L 1022. а) cos? о; b)2; с) cos? о. 1023. 4уз+з 1024. ү? 
: 10 10 
y 
1 1 
1025. g 2- 3. 1026. a) cos о сов B; b) sin B cos о; c) —— т. > d) sin 2a 


3 
1028. a) —0,96; b) 0,28; c) sci 1029. а) 1; b) 1; с) 2соѕа - 1; 


' c 
d) -2 ctga. 1030.9 242 cos% cos (as - 2) f) 2/2 pu x 
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x sin ; . 1031. a) —4,5; b) bet kuris skaičius; c) -1; d) šaknų nėra. 


1034. a) Kai m < 2,5; b) kai m > -2; c) su bet kuriuo m; d) kai m < -4 агра 


16 3 
m > 4. 1035. a) Kai Ёс -15 b) kai k» =; c)kai -2 5«k«24 5; 4)%- 


JD 1 


(24:22:20 5 1 
kių reikšmių nėra. 1036. a) 0: —3; b) EL c) s 7; d) Iz 3; e) “е 


26 
-1; f) ЕТУ 2. 1037. 110 т. 1038. 4 іг 5. 1039. 25. 1040. 14. 


1 


1 
1041. а) -1 с) 1; 2; d) -14; 1; e) —1; 3; f) —5; g) ас h) -1; Fu 


1042. 240 m. 1043. 15 h ir 10 h. 1044. 60 km/h ir 80 km/h. 
1045. 20 km/h. 1046. 2 km/h. 1047. 70 km/h. 1048. 12 km/h. 1050. 


1 2 
a) 55: t b) +ç; ©) +J5; d)+1. 1051. а) -0,6; 0,3; b) 0; -1; 2. 


1052. a) 0; +4; b) 0; +1; c) 0; d) 0; 25; e) —8; 0; 2; f) —3; 0; 2; g) -1; +3; h) T 
1053. a) 2; b) -0,1; с) 0,3; d) z2 J 3; e) -1; f) +/ 2. 1056. a) (4; -1); b) (2,45; 
0,37); c) (15; 25); d) (0,32; -0,86). 1057. a) (1; 2); b) (13; 8). 1059. а) 5; 
b) 3; с) J 34. 1064. 80 km/h ir 50 km/h. 1065. 48 cnt/ha ir 65 cnt/ha. 
1066. 60 km/h. 1068. a) (-2; —4), (4; 8); b) (5; 3); с) (1; 4), (4; 1); 
d) (3; -1), (-3; 1); e) (0; 4) (22, 122) f) (1; 2) E ai) 1069. a) (1; 

Дааган DG" RI USER 7 SDS 


1 s 
5), (5; 1); b) (3; -2), ЕР и) с) (3; -5), (-5; -3), (3; 5), (5; 3); d) (-4; 


6 3 
—2), (4; 2. 1071. Fi 1072. —.1073. 9 cm ir 40 cm. 1074. 11 cm ir 8 cm. 
1075. Per 15 ir per 30 dienu. 1076. Per 3 ir per 6 dienas. 1077. n = 36. 1078. 


уз 13 


a, = 10, d = 10. 1079. -2. 1081. 7,2. 1082. a) 27; b) E arba EX 


E 2 
с) 2 3, 1083. 27 1084. 312. 1085. 635. 1090. a) m > —4; b) x > -1,2; 


c) a < 16; d) b > 4;e) x < 0,1; 9 m > —; g) y < 10; h) a < -05. 


1 
1091. a) x < 3; b) a >-1,5; c) y > 0,16; d) 271 e) a > 11; f) y < 0,4. 
1092. a) Kai b > —62; b) kai b < -0,76. 1093. a) (1; 3); b) sprendinių neturi; 
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с) Е i ; d) sprendinių neturi. 1094. а) (-5,5; 1); b) (4; + о); с) (-29; 3); 


d) sprendinių neturi. 1095. a) —3, -2, —1, 0; b) 2, 3, 4, 5, 6, 7. 
1096. a) (-3; 6); b) [-27; —7]; [6 8); d) [-0,56; 1,21. 1097. 0 €x € 5; 


1 
b -17 < х < 13. 1098. a) (-5; 3); b) E 1 с) (= «©; -3]u Ы; +=) 
d) (-1; 1,5); e) [-0,5; 0,5]; f) (— =; —1,2) U (0; + =); g) (-0,2; 0,2), h) (— =; 0) 
L (0,8; + ©). 1099. а) (- =; —1) U (4; + о); b) x — bet kuris skaičius; 


1 
c) (-13; —1); d) (-4; 7). 1100. a) Kai x2 8 b) kai х < 5; с) Каі —3 < x < 5; 


2 
d) kai x <-2ir x 2 1,5; e) kai 0,5 < x < 2,4; f) kai x > i 1101. a) (-3,5; 
—2) U (5; + ое); b) (— о; —8) U (—2; 4); c) (- =; -2] L [3; 6]; d) [-70; 20] L 180, 


M c 1 2-2 

+) 1102. a) Kai —4 < x < 4; b) kai ARR S c) kai “аки 
d) kai -1 < x < 1. 1103. a) Visi skaičiai, išskyrus 2,5; b) visi skaičiai, 

1 

išskyrus 2 ir 3; c) visi skaičiai; d) visi skaičiai, išskyrus —; e) x > 3; 
b) x < 0,5. 1107. a) Kai x < 3; b) kai x > 3. 1117. a) (2; —7); b) (2; —16), 
(8; —34); c) susikirtimo tašku nëra; d) C 3; \[ 3); (үз; xd 3); e) (-1; 
—T), (1; —; f) 3; 33). 1118. 24 k? +1. 1120. a) Mažėja intervale (- о; —2,5], 


mažėja interva- 


u 


didėja intervale [-2,5; + =); b) didėja intervale | —=; 2 


i 1 
le b + оо | c) mažėja intervale Е 4| dideja intervale Е +=) 
d) didėja intervale (— х; 0,3], mažėja intervale [0,3; + =). 1121. а) Mažėja 
intervale (— œ; + ©); b) didėja intervaluose (— о; 0) ir (0; + ос), с) mažėja 
intervaluose (— œ; 0) ir (0; + >); d) didėja intervale (- =; 1,5], mažėja 
intervale [1,5; + о); e) mažėja intervale (- >; 0,5]; didėja intervale 


8 7 8 
. —— c) 080---, tga = -1—; ctga 2 - —; | 
bid 9x? «3x «1 9 17:25 8 tg 15 d) 360 km 


1124. a) 2; b) (-1; +°); с) (48; 15); d) 15 km/h. 1125. a) 11; b) (-1; 5), 
(-2; 7); d) 10 detalių. 1126. a) 9; b) [-4,5; 1,5]; c) (8; -6); d) 60 detalių, 40 


detalių. 1127. a) sin о; b) 73-36 J 6; d) -25. 1128. a) tg 20; b) x — bet 
1 
kuris skaičius; c) “Т, d) 16,5. 
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SUNKESNI UZDAVINIAI 
1129. —0,5; +1; +2. 1132. Kai а = -2. 1133. Kai а = 1. 1137. (2; 0), (4; 0). 


1 
1138. Kai a = 3; (1,5; —5,25). 1139. а) (-2,5; 1); b) (- »;-2) A +=) 


1 
1141. Kai duin 1143. a) —2; 3; b) 1; 2; -2; -5. 1144. Kai а < 1. 
1145. (4; 2), (4; 4). 1147. (1; -1), | 1; 2) (0; 0), 5; -1} 1149. (13; —15), 
(6; -1). 1150. Per 50, per 75 іг per 60 valandu. 1153. Kai 2 < n < 20. 


1154. ——. 1157. 2, 1, 0, -1 arba -1, 0, 1, 2. 1162. 1; 4; 7. 
2n +1 


1164. а) 2/2« 4/3; b J 6-3. 1166. 1. 1167. 0; 63. 1172. совт. 


sin па sin (n + 1) а 1 . 
1173. 1. 1175. 28. 1178. ——— —— — ———- . 1180. T 1182. (-J3; 4). 
sin a 


1183. x, = 8, y, = -8, z, = 8; x, = -8, у, = 8, z, = 8. 1184. x, = 5, y, = 2, z,= 


2 
=7;x,=5,y,= 7, z, = 2; x, = 7, у, = 3,2, = 4; x, = 7, у, = 4,2, = 3. 1186. 5 


1188. 1029. 1189. 150; 810. 1190. 54 ir 6; 98 ir 2. 1191. 9 ir 6; 7 ir 2; 
23 ir 22. š 


TURINYS 


Iskyrius 


KVADRATINĖ FUNKCLJA................... eene — 3 
$ 1. Funkcijos ir jų savybés.................. eee 8 
1. Funkcija. Funkcijos apibrėžimo ir reikšmių sritys ........................... 3 
2 /Bunkcijų SAVY DES Lai siais ss a ai i i e as 11 
$ 2. Kvadratinis trinaris ......................................................................... 18 
3. Kvadratinis trinaris ir jo &aknys .................. eee 18 
4. Kvadratinio trinario skaidymas dauginamaisiais .......................... -, 22 
$ 3. Kvadratinė funkcija ir jos ргаПКав......................................... 27 
5. Funkcija у = ax?, jos grafikas ir savybės ............. sese 27 
6. Funkcijų y = ax? + n ir y = а(х — m} grafikai ................................... 33 
7. Kvadratinës funkcijos grafiko braizymas ................. eee 38 
$ 4. Nelygybës su vienu kintamuoju 

8. Antrojo laipsnio nelygybiu su vienu kintamuoju sprendimas ......... 43 
9. Nelygybių sprendimas intervalų metodu ............................................ 48 
Papildomi I skyriaus pratimai .................... eene 53 
II skyrius 

LYGTYS IR LYGČIŲ ao L rr. 60 
$ 5. Lygtys su vienu kintamuoju .................... eee 60 
10. Sveikoji lygtis ir jos šaknys.............................................................. 60 
11. Lygtys, pakeičiamos kvadratinėmis lygtimis.................................... 67 
$ 6. Lygčių su dviem kintamaisiais sistemos ................................... 70 
12. Grafinis lygčių sistemų sprendimo būdas ............................. s 70 
13. Antrojo laipsnio lygčių sistemų sprendimas.................................... 74 


14. Uždavinių sprendimas sudarant antrojo laipsnio lygčių sistemas . 78 


Papildomi II skyriaus pratimai ..............uu eese 81 
III skyrius 
ARITMETINĖ IR GEOMETRINĖ PROGRESIJOS.......................... 86 
$ 7. Aritmetinė progresija ..................................4 222.02.411... 86 
15« БекбЕ «cite is i ia ai i i is m a Ši 86 
16. Aritmetinės progresijos apibrėžimas. Aritmetinės progresijos 

nstojū Nario formule... oet Kinuose veisia pie koi ss ik ni 89 
17. Aritmetinės progresijos pirmųjų n narių sumos formule ............... 94 
$ 8. Geometrinė progresija ............ 1... seem 99 
18. Geometrinės progresijos apibrėžimas. Geometrinės progresijos 

n-tojo- nario formulé .........4.. aikido a si 99 
19. Geometrinės progresijos pirmųjų n narių sumos formule .............. 104 
20. Nykstamosios geometrinės progresijos, kurios Я < 1, suma ........ 108 
Papildomi III skyriaus pratimai ..............ла0/л ааа 112 


IV skyrius 


LAIPSNIS SU RACIONALIUOJU RODIKLIU .................................. 119 
$ 9. Laipsninë funkcija ................ —— 119 
21. Lyginės іг nelyginės funkcijos ..................... see 119 
22. Fünkojauy ide uses nb ree EO sa Festa qae саанын ө неба айдай 123 
$ 10. n-tojo laipsnio šaknis ........................... eee e 129 
23. n-tojo laipsnio šaknies apibrėžimas ................... eee 129 
24. Aritmetinés n-tojo laipsnio šaknies savybės ................................... 135 


$ 11. Laipsnis su racionaliuoju rodikliu ir to laipsnio savybės .. 142 


25. Laipsnio su trupmeniniu rodikliu аріргёўітаз............................... 142 
26. Laipsnio su racionaliuoju rodikliu ѕаууЬёѕ...................................... 147 
27. Reiškinių, kuriuose yra laipsnių su trupmeniniais rodikliais, 
ру а: PET 152 
Papildomi IV skyriaus pratimai................... ш еееееееенен енн 157 


V skyrius 


TRIGONOMETRINIAI REIŠKINIAI IR JU PERTVARKIAI .......... 165 
5 12. Bet kurio kampo trigonometrinės funkcijos .......................... 165 
28. Sinuso, kosinuso, tangento ir kotangento apibrėžimas .................. 165 
29. Sinuso, kosinuso, tangento ir kotangento ѕаууђеёѕ .......................... 174 
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30. Radianinis kampo matas. Trigonometriniu funkciju 


reikšmių apskaičiavimas skaiciuotuvu .................. sss 178 
$ 13. Pagrindinės trigonometrinės formules .................................... 184 
31. To paties kampo trigonometrinių funkcijų priklausomybės .......... 184 
32. Pagrindinių trigonometrinių formulių taikymas pertvarkant 

ес Чат ДУ С oto ni sri ai a a a eoe a i L ij i NS 190 
88. Redukcijos formules... uq sis i i eee tiores 194 
$ 14. Sudėties formulės ir ju išvados ......................... 11... 201 
34. Sudeties formules... is eesti bei e meet ence reas usado 201 
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Sutartinė kaina 


(labai gera, gera, paten- 
kinama) 


mokslo 
metu 
pabaigoje 


GERBKITE IR TAUSOKITE VADOVÉLIUS! 


% 
VADOVÉLIO KORTELÉ | 
; Vadovélio išvaizda 
: tu 


100 | 121 144 169 | 196 | 225 | 258 | 289 | 324 | 361 


400 441 484 | 529 578 | 625 | 676 | 729 | 784 | 841 


900 | 061 1024 1089 1156 1275 


1600/1681 1704 1849 1938 2025 


25002801 2704 2809 2918 3025 


90003721 3844 0009 4098 4225 


4000 5041 5184 5220 5476 5025 


| 


ә) 


LL 


0400 8561 6724 6889 7058 7225 7388 i тилип 


1298 1309 1444 1521 
2116/2209 2304/2401 
3136/3249 ози [ий 


212312 шинийн нан 
14584489 4624 


8100 8281 8464 8649 8890 9025 0218 ГТ 


LYGČIŲ SISTEMOS 


= 
ху = 4 


GRAFINIS SPRENDIMAS 


x15. кедб, Х2-15, 2-2,6, 
| 422,066 у=1,5; у,=—2,6; y,2-15. 


KVADRATINĖS FUNKCIJOS 
y = 2x°— 12x + 19 
GRAFIKAS 


TRIGONOMETRINIU 
FUNKCIJŲ ТЕЛКІЛІ 


COS Q tg о ir ctg o 


sina + cos'a = 1 tga сіда = 1 


эь 2 —— ыы Ж 
tg € = cosa 1 * tg 0 “0055 

_ cosa 222 
ctg € = sino 1+ctg € - Sina 
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tga + tgp 
90 B) 7 1- аар 


sin20 = 2sino cosa 


cos 2a = cos'a – sin'a 


о + В а - B 


sin o + sin B = 2sin 5 008 


а - B а. 


sin о — біп B = 2sin 


0 
cosa + cos |} = 2 cos z 005—9 


cos @— cos В = — 2 sin S 5 шар E 23 


